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Resumo

Estudaremos a existéncia de solugdes ndo-triviais para o problema com condi¢do de Neumann,
P) —u" = f(z,u),xel
W(0) = W(1)=0,

onde ] CRe f:IxR — R éuma funcio continua. Estudamos as condicdes de compacidade e
geométricas do funcional de Euler-Lagrange ® associado ao problema (P). Assim, verificamos que
® satisfaz a condigao do Teorema de Silva [9] que nos garante a existéncia de ao menos uma solugao

nao trivial a (P).

Palavras-chave: existéncia de solugoes, condi¢do de Neumann, funcional de Euler-Lagrange.
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Abstract

We study the existence of nontrivial solutions of the Neumann boundary problem

P) { Tu” i f,(x,ui,xel
u'(0) = /(1) =0,

where I C Rand f : I xR — R is a continuous function. We study the compactness and geometrical
condictions of a Euler-Lagrange functional assossiated to the problem (P). Then, we apply Silva’s
theorem, which assures us the existence of at least one nontrivial solution to (P).

Keywords: existence of solutions, Neumann problem, the Euler-Lagrange functional.
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Lista de Simbolos

o
(X 1)
C([a,b])
P(R)
dim X
X/

X//

1]

CcC

Conjunto dos numeros naturais

Conjunto dos ntimeros reais

Fecho do intervalo I C R

Conjunto das funcdes de classe C' defindas em I com imagem real
Conjunto das funcoes de classe C'!' com suporte compacto em [
Conjunto das fungoes integraveis em [

Conjunto das fun¢oes de quadrado integravel em [

Espago de Sobolev

Soma direta dos subespacos X7 e Xy

Fronteira da bola centrada em 0 e de raio p

Espaco X munido da métrica d

Norma de z

Espaco X munido da norma ||.||

Conjunto das fungoes continuas definidas em [a, b]

Conjunto das fungoes reais p-somaveis

Dimensao do espaco X

Espaco dual de X

Espaco bidual de X

Medida do conjunto I

Convergéncia fraca

Imersao compacta
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho de dissertacao, estudamos a existéncia de solu¢oes nao-triviais do problema (P)
abaixo, com condicoes de Neumann na fronteira

—u" = f(z,u), zel
® Loy = 22

onde I =]0,1[CRe f: 1 x R — R & uma funcio continua.
Em 1994, David Arcoya e Salvador Villegas [4], estudaram o problema (P), supondo as seguintes
condi¢oes sobre a fungio f:

(f1) Existe A > 0 tal que

lim f(z,s) — As = 0, uniformemente para = € I.
S§——00

1
(f2) Existem sp >0e 6 € (0, 2> tais que
0< F(x,s) <0Osf(x,s), Veel, Vs> sy,

onde F(z,s) = / f(z,t)dt & a primitiva de f.
0

(f3) f(a;, s) >0, Voeel, VseR-{0}.
(f4) Existem € >0 e a € (0, ;) tais que
UL <a, Vexel, Vse (—ee) —{0},
s

2

onde A\; = 7° é o primeiro autovalor estritamente positivo do problema de autovalor

—u" = M, zel

W' (0) = 4/(1)=0.
A condigdo (f1) nos diz que f é uma fungao assintéticamente linear em —oo. Geometricamente
isto significa que a partir de um valor grande negativo f se aproxima de uma reta. A condicao
(f2), conhecida como condi¢ao de Ambrosetti- Rabinowitz, implica que f é superlinear em +oo,
isto é,
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Ainda, de (f3), temos que f(z,0) = 0, o que implica que (P) possui solugao trivial.

O resultado de existéncia de solugdo nao trivial para o problema (P) é dado no seguinte
Teorema:

Teorema 1.0.1 Seja I =]0,1[, e supondo as hipéteses (f1) — (f1), com X > %2, Entao o
problema (P) possui, ao menos, uma solugcdo nao trivial.

Problemas de Neumann envolvendo somente as condicoes (f1) e (f2), foram estudados por De
Figueiredo e Ruf [5]. Eles estudaram o seguinte problema:

—u" = f(z,u)+ h(x) =+ g(z,u) + h(z),z €l
(1) { W(0) = W(1)=0 ’

onde f ¢ uma funcio continua, h € L2(I),h # 0 e A € R. Entre outros resultados eles provam
2

a existéncia de uma solugdo para (1) se f satisfaz (f1) e (f2) e A é tal que 0 < A < T

4
Observemos que de (1) temos o problema (P).
O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (P) é dado por
d:HY(I) — R (1.1)

1 /1 1
u — P(u) = 2/ (u'(z))dx — / F(z,u(z))dz, (1.2)
0 0
onde F(z,u) = / f(z,t)dt. Como os pontos criticos de ® sdo tais que

1 1
0= (®'(u),v) :/0 o' (z)v' (z)dx —/0 f(z,u(x))v(x)de, Yve HY(I),

temos que eles sao solugoes fracas do problema (P). Sendo assim, para provarmos a existéncia
de solucao fraca nao-trivial de (P), precisamos encontrar um ponto critico diferente de zero
para o funcional ®. Assim, para provar o Teorema 1.0.1, em [4], usa-se a seguinte generalizagao
do Teorema do Passo da Montanha, demonstrada por Silva,

Teorema 1.0.2 (Silva|9]) Seja H = X; @ Xo, um espago de Banach real, onde X1 é um
subespaco de dimensdo finita. Supondo que o funcional ® € C'(H,R) satisfaca as sequintes
condicoes:

(Il> <I>(u) <0,YVu € X;.

(I2) Eziste p > 0 tal que ®(u) > 0, para toda v € 0B,(0) N X».

(I3) Eziste e € Xo — {0} e 8> 0 tal que ®(u) < B para cada u € X1 ®RTe.

Além disso, se ® satisfaz a condigio de Palais-Smale (P.S.), entao ® possui ao menos um
ponto critico em H diferente de zero.

Observamos que este Teorema nos garante a existéncia de um ponto critico diferente de zero
para o funcional @, se este satisfaz as condi¢oes geométricas (I1), (I2) e (I3), e a condigao de
compacidade de Palais-Smale.

Este trabalho est4 dividido da seguinte maneira:

No Capitulo 2 apresentamos os principais resultados de Analise Funcional, que considero
fundamentais para a leitura do presente trabalho, e também a caracterizacdo variacional do
problema (P).
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No Capitulo 3,verificamos as condigoes (1) — (I3) do Teorema 2. Para isso, escreveremos
o espaco H'(I) como soma direta dos subespacos X1 e X, onde X sera o subespaco das
funcGes constantes, e Xo seu complemento ortogonal, ou seja Xo = X f‘ Observamos que, no

T
caso do problema (P), a condigao (I3) se verifica, se e somente se, A > T
No Capitulo 4, mostramos a condicao (PS) para o funcional ® definido em (1.1), usando
idéias similares as de [5].
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos as defini¢oes e os resultados de Anélise que nos auxiliardo na
leitura dos capitulos seguintes. Alguns dos temas abordados aqui sdo: espagos de Banach,
espacos de Banach reflexivos, espacos LP e espacos de Sobolev WP, Na parte final do ca-
pitulo introduzimos os conceitos de derivada de Géateaux e de Fréchet, e apresantamos a
caracterizagao variacional de (P).

Algumas informagoes relevantes a respeito dos espagos de Banach, dos operadores compactos
e suas propriedades e dos espagos de Sobolev podem ser encontradas em [2] e [6].

2.2 Resultados de Analise Funcional

2.2.1 Espacos normados e Espacos de Banach

Defini¢ao 2.2.1 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (z,,) em um espago métrico X =
(X, d) € dita de Cauchy se para todo € > 0 existe um ng € N tal que

d(Tpm, Tn) < €, Ym,n > ny.

Para que uma sequéncia de numeros reais seja de Cauchy, exige-se que, para valores sufi-
cientemente grandes de m,n, seus termos z,, e x, se aproximem arbitrariamente uns dos
outros.

Observagao 2.2.1 O espago métrico (X,d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em
X converge para um elemento de X.

Exemplo 2.2.1 O conjunto R dos nimeros reais € um espagco métrico completo.

Definig¢ao 2.2.2 (norma) Uma norma em um espago vetorial real X € uma fungao ||.| :
X — RT, cujo valor em um ponto x € X é denotado por |z| (lé-se "‘norma de z") e que
possui as seguintes propriedades:

(V1) [lz]l =0
(N2) ||z|| =0, se e somente se, x =0
(N3) [laz|| = |af ||
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(V) [l +yll <]l + [y

onde z,y € X sao arbitrdrios e a € R.

Observacao 2.2.2 Dizemos que um espago vetorial real € normado quando possui uma norma

definida nele.

Uma classe de espacos vetoriais normados, muito importante sdo aqueles que sdo completos
em relacdo a sua norma.

Definigao 2.2.3 (Espaco de Banach) Dizemos que um espaco (X, ||||) é de Banach se ele
¢ um espago normado completo em relacdo a sua norma.

Exemplo 2.2.2 O espago C([a,b]) das fungoes continuas no intervalo [a,b] munido da norma

1l = max{I£(8)] : t € [a,b]}

€ um espago de Banach.

De fato, seja (x,,) C C[a,b] uma sequéncia de Cauchy. Assim, dado € > 0, existe ng € N tal
que

|Tm — znll = m[a}g] |z (t) — zn(t)| <€, sempre que m,n > ny. (2.1)
t€la,

Logo para cada t =ty € [a, b] fixado, temos

|Zm (to) — xn(to)| <€,  sempre que m,n > ny.

Isto mostra que (x1(to), z2(to), ...) € uma sequéncia real de Cauchy. Como R é completo, segue
que

Tm(to) — x(tp), quando m — oo.

Deste modo, podemos associar a cada ¢t € [a,b], um tnico ntumero real z(t). Isso define uma
fungdo x em [a,b]. Vamos mostrar que x € C|[a,b] e que z,, — x. De (2.1) temos que

max |z, (t) —z(t)| <e Vm > ng.
te[a,b]

Além disso, para cada t € [a, b],

|zm () — x(t)] <€, Vm > ng.

Isso mostra que a sequéncia (z,,(t)) converge para x(t) uniformemente no intervalo [a,b].
Como os z,, s a0 continuos em [a, b] e a convergéncia ¢ uniforme, segue que = ¢ continua em
[a,b]. Assim x € C|[a,b]. Dai, z,, — = em [a, b]. Portanto Cfa, b] é espaco de Banach.

Definicao 2.2.4 (normas equivalentes) Seja X um espaco vetorial real, e sejam ||.||; e
.1l duas normas definidas em X. Dizemos que ||.||, € equivalente a ||.||,, se existem nimeros
positivos ki e ko tais que

Fullzlly < llzlly < k2 flfly, Ve € X
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Definigao 2.2.5 (conjunto compacto) Um subconjunto K de um espago métrico (X,d) €
dito compacto se toda sequéncia limitada em X possui uma subsequéncia convergente.

O Lema abaixo nos d4 uma propriedade geral para os subconjuntos compactos de espagos
métricos.

Lema 2.2.1 Um subconjunto compacto de um espaco métrico é fechado e limitado.

Demostragao: Ver em [6], pagina 77. O

Teorema 2.2.1 (Riesz) Sejam Y e Z subespagos de um espago normado X (de dimensdao
qualquer), e suponha que Y € fechado e € subconjunto préprio de Z. Entao para cada nimero
real 6 no intervalo (0,1) existe z € Z tal que ||z|| =1 e ||z — y|| > 0 para todo y € Y.

Demostragao: Consideremos v € Z — Y. Seja d a distancia entre os conjuntos Z —Y e Y,
ou seja,

d = inf [lv—y|.
Jnf fJo =yl

Como Y é fechado, vemos que d > 0. Consideremos entdo, 6 € (0,1). Pela defini¢ao de infimo,
existe yp € Y tal que

d < lv—=yoll <

d
97

d 1
jé que 0 < # < 1 implica ] > d. Seja z = ¢(v — 1), onde ¢ = ﬁ Logo, ||z]| = 1.
v—%0
Queremos mostrar que ||z — y|| > 0 para todo y € Y. Entao,
lz=yll = lle(v —yo) =yl
= cllo—y -yl
= cllo—ml,

onde y; = yo + ¢ ly. Como y; € Y, segue pela definicio de d que |[v — y1|| > d. Assim,

1 d
lz—yll =cllo—ml = c-d= o =0.

B i
o= woll — d/
(]

Em espacos de dimensao finita a reciproca do Lema 2.2.1 é sempre verdadeira (ver [6], pag,77),
o que nem sempre é valido em espacos de dimensao infinita. O proximo resultado nos mostra
que nestes espacos a bola unitaria nao é compacta.

Teorema 2.2.2 Se um espaco normado X tem a propriedade que a bola unitdria
B={ze X :|z| <1}

€ compacta, entao a dimensao de X € finita.

Demostracao:
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Suponhamos por absurdo que B é compacto com dim X = oo. Escolhemos entdo z1 € X,
tal que ||z1]] = 1. Logo, =1 gera um subespaco X; de X, tal que dim X; = 1. Além disso,
temos que X; é fechado e préprio, ja que dim X = oco. Pelo Lema 2.2.1, existe zo € X, tal
que |lzaf| =1e
1
— >0=—.
lz2 = 21]| 2 6 = 5

Da mesma forma, os elementos x1, x2, geram um subespago Xo de X, que é fechado e proprio.
Novamente pelo Lema 2.2.1, existe x3 em X, tal que,

1
|lxe — x1]] > i,Vx € Xo.
Em particular,

|23 — 21| >

N — DN -

|23 — 22l >

Procedendo desta maneira por indugdo, obtemos uma sequéncia (z,), cujos elementos sao
x, € B tal que

lZm — o0l >

N | =

Assim, (x,) ndo possui subsequéncia convergente, o que é uma contradi¢do com o fato de que
B é compacto. Assim a dimensao do espago X é finita.

0

A Proposi¢ao abaixo nos mostra que a imagem de um compacto por fungdes continuas é um
conjunto compacto.

Proposigao 2.2.1 Sejam X e Yespagos métricos, M C X compato e f : X — Y uma
aplicagao continua. Entao f(M) é um compacto de Y.

Demostragao: Ver em [2|, pagina 81. O

Como consequéncia imediata da Proposigdo 2.2.1 temos que uma aplicacdo continua definida
em um subconjunto compacto de um espaco métrico sobre o conjunto R, atinge um méximo
e minimo neste subconjunto, ou seja,

Corolario 2.2.1 (Weierstrass) Seja (X,d) um espagco métrico, M C X compacto e f :
M — R continua. Entio f atinge seuw mdrimo e minimo em algum xg € M.

Demostragao: Ver em [2| pagina 81. O

2.2.2 Funcionais Lineares

Defini¢ao 2.2.6 (Operadores lineares) Sejam X e Y dois espagos vetoriais sobre o con-
junto R dos nidmeros reais, e seja T : X — Y uma transformacao. Dizemos que T é um
operador linear de X em Y se

T(ax+By) = ol(z)+pBT(y), Yz,yeX, Va,BeR
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Definigao 2.2.7 (Operadores limitados) Sejam X,Y, espagos vetoriais sobre o conjunto
R dos nimeros reais. Um operador linear T : X — Y € dito limitado se existe C' € R, tal que

1Tzlly < Cllzllx -

Definicao 2.2.8 (Operador linear continuo) Sejam X,Y, espacos vetoriais sobre o con-
junto R dos ndmeros reats. Um operador linear T : X — Y € continuo em x € X, se para
toda sequéncia (x,) C X tal que x, — x, temos T(x,) — T'(x).

Teorema 2.2.3 Dizemos que um operador linear T : X — Y € continuo se e somente se,
T ¢ limitado

Demostragao: Ver em [6], pagina 97. O

No estudo dos espagos vetoriais reais normados, existem operadores lineares T : X — R que
possuem grande importancia no campo da Andlise Funcional. Tais operadores sao chamadas
de funcionais lineares.

Defini¢ao 2.2.9 (funcional linear) Seja X um espaco vetorial sobre o conjunto R dos nii-
meros reais. O operador linear T : X — R ¢ chamado de funcional linear.

Definigao 2.2.10 (funcional linear limitado) Seja X um espago vetorial sobre R. Dize-
mos que o funcional linear f : X — R € limitado, se existe C' € R tal que

[f(@)| <C, VeeX.

Observacao 2.2.3 A norma de um funcional linear f : X — R, ¢ dada por

||f||=Sup{|f|f:H)|:x€X,x7éO}.

b
Exemplo 2.2.3 O funcional ¢ : Cla,b] — R definido por o(f) = / f(x)dx € linear e
limitado em Cla,b]. ‘

De fato, sejam f1, fo € Cla,b], e A € R. Entao temos:

o(fi + Af2)

b
/ (1 + M) (2)de
b
- / (f1(2) + Ma(2))de

= /f1 dw+A/ fola

= »(f1) + Ap(f2)-

Mostraremos agora que ¢ é limitado e possui norma [|¢|| = b — a.

Com efeito, seja I = [a, b], entdo temos que:

w(f) = /fxdx

< (b—a)max{|f(x): 2z €T}
= (b—a) ”f”c[a,b}'
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Tomando entdo, sup {|<,p(f)| Nl ey = 1}, temos que
lell <b—a.

Para mostrarmos que ||¢|| > b — a, vamos considerar f = fy = 1. Entao,

o (fo)]
el = 07
b

= /dac:b—a.

Portanto, ||¢|| =b — a.

O resultado a seguir d4 uma a condi¢do para que um funcional linear seja continuo.

Teorema 2.2.4 Seja f : X — R um funcional linear. Entdo f € continuo se, e somente se,
f € limitado.

Demostracao: Ver em 6], pagina 104 O

Observacao 2.2.4 Vemos que o funcional definido no Exemplo 2.2.3 é um funcional conti-
nuo.

2.2.3 Espacgo Dual e Espacgos Reflexivos

Nesta secdo estudaremos o espaco dos funcionais lineares de um espaco vetorial real. Daremos
grande importancia aos espacos cuja aplicacao candnica definidas no conjunto X C R em seu
bidual é sobrejetora. Estes espacos sdo chamados de espagcos reflexivos.

Defini¢ao 2.2.11 (Espago Dual) Seja X um espaco normado. Chamaremos de espago dual
o0 espago de todos os funcionais lineares limitados em X com a norma definida por

T —sup{W;$ex,$¢o}.

]

Notagao Denotamos por X’ o dual do espago X.

Para nos auxiliar no préximo exemplo, enunciaremos um importante resultado conhecido como
desigualdade de Holder para sequéncias p e ¢ somyeis.

Teorema 2.2.5 (Desigualdade de Holder) Sejam as sequéncias (x,,) C IP(R) e (yn) C
[1(R), onde %—I— % =1, Entdo que

00 00 1/p [eS) 1/q
> lal < St |+ | S jo] 29
n=1 n=1 n=1

Demostragao: Ver em [6], pagina 14. O

o
Exemplo 2.2.4 O dual do espago IP(R) = {(mn)neN CR: Z |z P < oo}, l<p<ooéo
171
espago 14(R), onde q € o expoente conjugado de p, ou seja, — + — = 1.
P q



2.2

RESULTADOS DE ANALISE FUNCIONAL 11

De fato, seja (e;)5°,, uma base de Schauder de IP(R), ou seja,

€1 = (1,0,0,0...)
€2 = (0, 1,0, 0)
en = (0,..,1,0..).

Cada elemento z € [P(R) possui uma tunica representagao, ou seja,

T = leez
i=1
Seja f € (I(R))". Entao

flx)=f (Z ﬂfiez’) = wif(er) =) wifi, onde f;= f(e).
i=1 i=1 i=1

Vamos provar que (f(e;))32; € l9(R). Para cadan € N definimos a sequéncia y, = (y},v2, ..., v ...
por

; ﬂ se fi£0 e j<
vh=9 fi’ ’ I=n

0, se fj=0 ou j>n.

Logo,

Fo =3 s = S S oy
=1 :

Como f ¢é limitada e (¢ — 1)p = ¢, temos,

@)l < 1A allmwy = 11D |9l
=1

= A D Il e
=1

= AL IHT (2.5)
i=1

Donde segue que

Fl) < A CIH1Y
j=1
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ou seja,
n 1-1/p N 1/q
DIl <Ifll = D 1617 <A (26)
j=1 j=1
1 1
onde 1 — — = —. Fazendo n — oo em (2.6), temos
p q
- q
YOI <A (2.7)
j=1

Assim, provamos que a sequéncia (f;)?2; € l9(R).

Definimos entéo a aplicacao

T:(P(R)) — I9(R)
fo— T(f)=(fi)Z1,

onde f; := f(e;). Tomemos f,g € (IP(R))" e a € R, temos

T(af+9)=((af +9)i)iz1 = (afi+gi)iy
= a(fi)Z1 + (92,
= oT(f)+T(g)

Logo T é linear.

Além disso, supondo que f € (IP(R))’ é tal que T(f) = 0, temos

(fi)21=0 = fi=0, VieN (2.8)

Isso resulta que
f(z) = infi =0, Vzel’(R).
i=1

E portanto, T é injetiva.

Seja (yi):2, € 19(R), vamos mostrar que a aplicacao
f,:P(R) — R

v @) =Y wwi=0
=1

define um elemento em (IP(R))’, ou seja, que f, é linear e limitado. E facil ver que f,, é linear.

Basta mostrar que f, ¢ limitada. Usando a desigualdade de Holder,ver Teorema 2.2.5, temos,

[e's) e 1/p [ 1/q
1Fy @) <Dl vl < [Z IISUz'IIp] > il
=1 =1 i=1

1y llza ll 2l -
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Tomando o supremo sobre todos os x com norma igual a 1, vemos que || f]| < H?Jqu(R)- Logo,
temos que f é limitada.

Novamente usando a desigualdade de Holder, temos

00 o) /P T oo 1/q
S uif 3 uxinp] [Z Hfil!q]
i=1 =1 i=1

ITCH) ol 1]z

[f(@)] <

IN

passando ao supremo sobre todos os z € [P(R) com norma 1 obtemos
A< T o - (2.9)

Concluimos de (2.6) e (2.9) que as normas sao iguais.

Definigao 2.2.12 Seja X um espaco vetorial real. O espago dual de X' é chamado espago
bidual de X e é denotado por X".

Observacao 2.2.5 Por definicio, um elemento do espago vetorial X" é um funcional linear
0: X — R

Exemplo 2.2.5 Sejo X um espago vetorial real. Entdo a cada x € X pode-se associar um
elemento @, € X" da sequinte maneira

o, X' — R
[ eaf) = f(2).
Entao temos que @, € linear e continua.

De fato, ¢, € linear, pois para f1, fo € X' e A € R temos que: .

ea(M1+ f2) = (At f2)(2)
Afi(z) + fa(z)
Aoz (f1) + @z(f2)-

Por outro lado, ¢, é continua. Tomando f € X’ temos que,
oz ()| = | f(2)]-

Como f € X', temos que f é um funcional limitado, assim ¢, ¢ limitado. Sendo assim,
oy € X",

Lema 2.2.2 Seja X um espago vetorial real. A aplica¢io J : X — X" definida por J(x) =
pz, € linear e injetora.

Demostragao: Ver em [3]. O

Observagao 2.2.6 A aplica¢io J(x) = ¢, é chamada de aplicagao canédnica.

Definigao 2.2.13 (Espaco Reflexivo) Seja X um espaco de Banach e seja J a aplicagio
canonica de X em X". Dizemos que X € reflexivo se J(X) = X".

Quando o espaco X é reflexivo se identificam os espacos X e X” por meio do isomorfismo J.
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2.2.4 Os Espacos L*(])

Apresentaremos agora o espago das fungdes f: I C R — R tais que
/f(x)]pdw<oo, 1<p<oo.
I

Tais espagos sao conhecidos como espagos LP(I), ou como espago das fungoes p-integréaveis. A
notacao LP(I) foi dada devido ao matematico francés Henri Léon Lebesgue, que generalizou o
conceito de integral de Riemann, introduzindo assim o conceito de medida, e tornando-a uma
ferramenta padrao da Anélise Real.

Nesta parte, fixamos (X, x,p) um espago de medida e identificamos func¢oes mensuraveis
f I CR — R que sao iguais quase sempre, onde p é a medida de Lebesgue em R. Informagoes
sobre espagos mensuraveis, medida de Lebesgue e integral de Lebesgue podem ser encontradas
em [8].

Definicio 2.2.14 (Espaco L'(I)) Dizemos que uma fungio f : I C R — R é Lebesgue-

integrdavel se
/ £l < oo,
I

Observaciao 2.2.7 Se f: I C R — R ¢é Lebesgque-integrdavel escrevemos f € L*(I), e possui

norma dada por
I#1 = [ 17
I

Defini¢ao 2.2.15 (Espago LP(I)) Seja I C R um conjunto mensurdvel. Seja 1 < p < oo.
Definimos o espago LP(I) como sendo o espaco das fungoes reais p-integrdveis no sentido de
Lebesgue, isto €,

L”(I)={f:f—>R:/[|f<OO},

dotado da norma,

i1, = ([ |frp)1/p

Defini¢ao 2.2.16 (Espago L>*(I)) Seja I C R um conjunto mensurdvel. Definimos o es-
paco L°(I) como sendo o espaco das funcoes reais limitadas, isto €,

L>(I) = {f:[—)stup|f| <oo},
I
dotado da norma,

[flloe = sup [f]
1

Observacao 2.2.8 Observamos que da definicio acima

SL}p\f| = iI]lf{C eR:|f(z)|<c qtp}
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Observagao 2.2.9 Se f € L>(1), entio |f(z)| < [|f|[o0(s), em quase todo ponto de I.

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de Holder) Sejam I C R e as fungoes f € LP(I) e g €
Li(I), I C R onde q é o conjugado de p, com 1 < p < co. Entio a funcio fg € L*(I) e

/ 1Fl < 111, Il

Demostragao: Ver em |2|, pagina 56. O

Exemplo 2.2.6 Suponha que z, — 29 em C(I), onde I =]0,1] e seja h € L*(I), entdo
1 1
/ h(z)zp(z)de — / h(z)zo(x)dx
0 0
Com efeito,

1 1 1
/Oh(:zr)znj(:v)d:c—/o h(z)zo(x)dx /Oh(a:)(znj(x)—z[)(x))dx

1
< max{}znj(x)—zo(xﬂzxef}/o |h(z)| dx

1
= max{}znj(x)—zo(xﬂzazef}/ |h(x) - 1| dz
0
max{}znj(x) - zo(x){ cxel} 17l 2

= [|zn, - ZOHC(T) 12l 2¢ry = 0

Teorema 2.2.7 O espago LP(I) é:
(i) um espago de Banach para todo 1 < p < 0o
(ii) um espago reflexivo para todo 1 < p < 0.
Demostragao: Ver em 2|, pag. 59. O

O resultado a seguir, conhecido como Lema de Fatou, estabelece uma desigualdade rela-
tiva a integral do limite inferior(superior) de uma seqiiéncia de fungdes para o limite infe-
rior(superior) de integrais destas fun¢oes. Este Lema ¢ nomeado em homenagem ao matema-
tico francés Pierre Fatou (1878-1929).

Teorema 2.2.8 (Lema de Fatou) Seja (v,) C L'(I). Entdo:

(i) Se z, > v para todo n € N e para alguma v € L*(I), entdo

/lim inf z,,dx < lim inf/acndx

n——+0o n—-+0o00

(ii) Se x, < w para todo n € N e para alguma w € L'(I), entdo

/ lim sup x,dxr > lim sup / TpdT

n—-+00 n——+oo

Demostragao: Ver em (8|, pagina 85. O
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2.2.5 Espagos Wr()

Apresentaremos agora, os espacos de Sobolev W1P(I), que foram estudados pelo matemético
Sergei Sobolev na metade da década de trinta, e que até hoje vém sendo de grande importancia
no desenvolvimento das Equagdes Diferencias. Veremos também que se uma fungdo pertence
ao espaco de Sobolev W1P(I), entdo ela ¢ LP(I) e sua derivada no sentido fraco também &
LP(I).

Definicdo 2.2.17 O Espacgo de Sobolev WYP(I), 1< p < oo se define por

wie) = {ue s e ] [ud =~ [0 voecln}.

O exemplo abaixo mostra uma funcio u € WHP(] — 1, 1[). Nele verifica-se que a funcio v ¢ a
derivada no sentido fraco de u.

1
Exemplo 2.2.7 A fungio u:]—1,1[— R definida por u(zx) = 5[\37]4—95] estd em WHP(]—1,1]),
para todo 1 < p < oo.

Com efeito, u é definida por:

u(z) = 0, se —-1<z<0
Sl w, ose 0<z<1,

para mostrar que u € WHP(I), devemos mostrar que
(i) we LP(I)

(13) Jv € LP(I) tal que /ucp’— —/U% Vi € Co(I).
I I

Prova de (i): De fato,
1
Ju(z)|? dx

/]|u(:r:)|pdx = /|

/
_ /0 lu(z)fP do + /01 (@) da
/

1
2Pdx

1

p+1

Agora, para p = 400, sup |u| =1 < occ.
]_171[

Prova de (ii):
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/Iu(:c)cp’dac = /1 u(x)y'dx

onde

o(z) = 0, se —-1<ax<0
11, ose 0<z<1,

a qual pertence ao espago LP(] — 1, 1[), para 1 < p < oc.
Notagao Quando p = 2 denotamos WP (I) por H'(I).

Observacgao 2.2.10 O espago WYP(I) estd munido da sequinte norma,
lullwroy = llull oy + Hu/HLP(I)'
Observacao 2.2.11 O espago H'(I) com o produto interno definido por
(u,0) g1 = (w,0) o + (W', 0") 15
€ um espaco de Hilbert.

Proposicao 2.2.2 O espago WHP(I) é:

1) um espaco de Banach para 1 < p < 0o
(4) pag P p

(i) um espago reflexivo para 1 < p < co.

17

Demostragao: Mostraremos o item (i), sendo que a demonstragao de (i) pode ser encontrada
em [2]. Consideremos (u,,) uma sequéncia de Cauchy em WP(I). Assim, para ¢ > 0 dado,

existe ng € N tal que
Vm,n>e€ = |lum — unllyregy <e
Como,
|tm, — un||wl.,p(1) = |Jum — un”LP(I) + H(um - u”),HLP(I) )
temos,
[t — unHLp([) < lum — Un||W1,p(I) <€

e



18

PRELIMINARES 2.2

[ =) || Loy < ltm = tnllyrn(ry <,

assim, (uy,) e (u),) sdo sequéncias de Cauchy em LP(I). Logo temos,

up —ue€LP(I) e wu,—geLP(I).

Utilizando a desigualdade de Holder temos,

’/ungol_/uwl
I I

J =y
[ =

e[ —

/ungo' — /ugo'.
1 1

Por outro lado, sendo /uncp’ = — /u;lgo, para todo n, resulta ap6s a passagem ao limite que

I
/ugo/:—/ulcp, Yo € CL.
I

Portanto, u € WHP(I). O

IN

IN

Asgsim,

Um importante resultados da teoria dos espagos de Sobolev, é o que segue abaixo

Teorema 2.2.9 FEziste uma constante C(dependente apenas de |I| < oo) tal que
HUHLOO(I) <C ||U”W1-,p(1) , V1<p<oo,

ou seja, WHP(I) — L°°(I), com inclusdo continua para todo 1 < p < oo. Além disso quando
I ¢ limitado temos:

(i) a imersdo W'P(I) cC C(I) é compacta para 1 < p < 0o
(ii) a imersdo WH1(I) cC LI(I) é compacta para 1 < p < 0o

Demostragao: Ver em [2|, pagina 129. O

Outra importante caracterizacdo para os estes espacos, é a de que cada funcdo neste espaco
7
possui um representante continuo, como enunciaremos na seguinte Proposicao.

Proposicao 2.2.3 (Representante Continuo) Seja u € (I), entdo existe uma fun¢io w €
C(I), tal que w =w q.t.p. de I e

w(z) —w(y) = /:v o' (t)dt, Yo,y € 1.

Demostragao: Ver em 2|, pagina 122.
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2.2.6 Convergéncia fraca

Definicao 2.2.18 (Convergéncia forte) Uma sequéncia (x,,) em um espa¢o normado X €
dita fortemente convergente se existe x € X tal que

lim ||z, — x| = 0.
n—oo

Observagao 2.2.12 Na a defini¢ao acima x é chamado de limite forte de (x,,), e dizemos
que a sequéncia (r,) converge fortemente para x.

Definicao 2.2.19 (Convergéncia fraca) Uma sequéncia (x,,) em um espago normado X ¢
dita fracamente convergente se existe x € X tal que para cada f € X/,

lim f(z,) = f(x).

n—oo

Observagao 2.2.13 Quando uma sequéncia (x,) converge fracamente para x denotamos por
Ty — x, sendo que x € o limite fraco de x.,.

1 1

Exemplo 2.2.8 Se z,, — x9 em H'(I), entdo / x () (z)dz — / z((x)v' (z)dz para
0 0

toda v € HY(I).

De fato, temos que x,, — x¢ em H'(I), ou seja, para todo funcional ¢ € (H'(I))’, temos que

¢(wn) — ¢(20)-

Como o funcional ¢ : H'(I) — R, definido por

é linear e continuo, para toda v € H'(I), temos que ¢ € (H(I))’, sendo assim,

@(zn) — p(z0)-

2.2.7 Operadores Compactos
Os operadores lineares compactos sao definidos como segue,

Definigao 2.2.20 (Operador linear compacto) Sejam X eY espagos normados. Um ope-
rador linear T : X — Y ¢é dito compacto se T € linear e se para cada subconjunto limitado
M C X, a imagem T (M) € relativamente compacta, ou seja, o fecho T (M) é compacto.

Teorema 2.2.10 (Convergéncia Fraca) Sejam X eY espagos normados e T : X —Y um
operador linear compacto. Suponhamos que (x,) C X converge fracamente, digamos, x, — x.
Entao T(x,,) converge fortemente em Y e possui limite y = T (x).

Demostragao: Ver em [6], pagina 410. O

O seguinte teorema nos garante que se tivermos uma, sequéncia limitada definida em espacos
de Banach reflexivos, entao esta possui uma subsequéncia fracamente convergente, a demons-
tracdo deste resultado pode ser encontrada em [10].
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Teorema 2.2.11 (Eberlian-Smulian) Um espaco de Banach ¢ reflexivo se, e somente se,
toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia fracamente convergente.

Demostragao: Ver em [10], pagina 141. O

Antes de apresentarmos a caracterizagao variacional do problema (P) vamos generalizar os
conceitos de derivada e derivada direcional do calculo de varias variaveis. As derivadas de
Gateaux e de Fréchet servem a esse proposito.

2.2.8 Derivada de Gateaux e de Fréchet

Definigao 2.2.21 Sejam X e Y espacgos vetoriais e f : X — Y uma aplicacdo. Dizemos
que [ € Gateauz-diferencidvel em x € X na direcdo de p € X, se existe o limite

<f/(l’),p> — lim f(z + hp) — f(x)

h—0 h

(2.10)

Dizemos que f é Gateaux-diferencidvel em = € X, se f é Gateaux-diferencidvel em toda
dire¢ao. Neste caso, o operador f' : X — Y, que assume o vetor {f'(z),p), ¢ chamado de
derivada de Gateaux em x.

Observacao 2.2.14 Se f ¢é Gdteaux-diferencidvel em v € X, e tem derivada de Gdteaux
continua entdo dizemos que f é de classe C1(X,R)

A derivada de Géateaux tem grande importancia na determinagdo de méximos e minimos de
funcionais. Se f : X — R tem um minimo ou um maximo em z € X, e f'(z) existe, entdo

f'(@) =0

Ty

Exemplo 2.2.9 Seja fungio f : R?> — R definida por f(z,y) = PR
T Y

£(0,0) =0.

se (x,y)#0e

Vamos verificar para quais pontos do R?, (f/(0), p) existe. Consideremos p = (p1, p2) € R
Logo

SO+ hp) = f(0)

(f(0),p) = lim

h—0 h
— lim f(hp1,hp2) —0
h—0 h
P1P2

h=0 h(pt + p3)
Assim, vemos que (f'(0), p) existe, se e somente se, p = (p1,0) ou p = (0, p1).

Definicao 2.2.22 (derivada de Fréchet) Sejam X e Y espacos vetoriais normados e a
aplicacio F' : X — Y. Dizemos que F ¢é Fréchet-diferencidvel em x € X se existe um
operador linear e continuo

Fl:X — Y
ho o F(h),

tal que

f I+ h) = F@) = F@)h] _

0. 2.11
|[hl|—0 Al 211)
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Neste caso, F'(x)h é chamado de diferencial de Fréchet de F' em x com acréscimo h.

Exemplo 2.2.10 A funcio f : I>(R) — R definida por f(xr) = z129 + 23, ¢é Fréchet-
diferencidvel e tem diferencial dado por F'(x)h = (2x1 + 22)h1 + x1hs.

2.3 Caracterizacao variacional do problema (P)

Consideremos o problema (P) dado por:

(P) { —u” i f(z,u), xel=]0,1]

onde f: I x R — R ¢ continua. Dizemos que v € C?(I) ¢ uma solu¢do cldssica do problema
(P) se ela satisfaz as condigoes de (P) no sentido usual. Deste modo, consideremos uma
funcdo u € C%(I) solucgio classica de (P). Multiplicando a equacgdo em (P) por uma fungio
v € CY(I), temos

—u = f-v. (2.12)

Integrando por partes a expressao acima temos que:

1 1
/0(—u -v)dr = /OI[U'U—(U'U)]dm
_ /0 (W - ') dz — [u' (1)o(1) — o/ (0)u(0)]

1
= / u' -v'dx  pois u é solugdo classica de (P).
0

1 1
/ u' v dx :/ frvdx. (2.13)
0 0

Assim, se u € C?(I) ¢ uma solucio de (P), ela satisfaz a equacdo integral (2.13). Observemos
que para funcoes u,v € L?(I) com u/,v' € L*(I) a equacdo (2.13) ¢ satisfeita. Assim, o
espaco natural das solugdes de (P) é o espago de Sobolev H!(I). Dizemos entdo que a funcao
u € HY(I) é uma solugdo fraca para o problema (P) se

Dai

1 1
/ u'ov/d:ﬂ:/ f-vdez, Vo € HY(I) (2.14)
0 0
O funcional de Euler-Lagrange ® : H*(I) — R associado ao problema (P) é definido por

1 1
q’(“):;/o (u')2da:—/0 Fla,u) da (2.15)

onde F(z,s) = /s f(z,t)dt.
0

Observando que as funcdes v/, v'u, v pertencerem ao espaco H'(I) e aplicando a desigualdade
de Holder, ver Teorema 2.2.6, a expressao em (2.14) est4 bem definida. J4 em (2.15), a boa
defini¢do do funcional ® se deve pelo fato de que «’ é de quadarado integravel em [0, 1] e que
F' & continua no compacto [0, 1].
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Afirmacao: O funcional ® é de classe C' e sua derivada é dada por

1 1
<<I>'(u),v>:/0 u'-v'daz—/o f(z,u)vde, Vu,v € HY(I). (2.16)

Com efeito,

(®'(u),v) = lim

t—0 t
1 /! 1
2/ ((u—i—tv)’)?dgc—/ F(z,u+ tv)dx
= lim =0 0
t—0 t
= lim U/’U/dﬂ? + 5 / (U/)2dﬂ? _ / (I, u+ 'Ut) (.’L‘, u) da
t—0 0 0 0

1 1
= /u’v’dz—/ f(z,u)vdx.
0 0

Assim,

(@' (w),v)| =

1 1
/ u'v'dx — / f(z,u)vdzx
0 0

1 1

< /U'v’dx + / f(z,u)vdx
i ’

< [ulae+ [ 15l
0 0

<[ [0 ||y + £l fJolly < oo

Vemos entdo, que a derivada de Gateaux é continua em H'(I), sendo assim ® € C*(H,R).

Observemos que os pontos criticos de ® sdo fungdes u € H'(I) tais que ®'(u) = 0, ou seja, sdo
fungoes que satisfazem (2.16).



Capitulo 3

Geometria do Funcional de
Euler-Lagrange

Neste capitulo mostraremos que o funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (P) satisfaz
as condicoes 11, Is e I3 do Teorema do Passo da Montanha de Silva.

Teorema 3.0.1 (de Silva) Seja H = X1 ® Xo, um espaco de Banach real , onde Xy é um subes-
paco de dimensdo finita. Supondo que o funcional ® € C*(H,R) satisfaca as condigdes:

(I;) ®(u) <0,YVu € X;.
(I2) Eziste p > 0 tal que ®(u) > 0, para todo u € 0B,(0) N X».
(I3) Eziste e € X2 — {0} e B3>0 tal que ®(u) < 3 para toda u € X; © Rte.

Além disso, se ® satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (P.S.), entdo ® possui ao menos um ponto
critico em H diferente de zero.

Para aplicarmos o Teorema acima, dividimos o espaco H'(I) numa soma direta entre o espaco X,
que para nosso problema é o espaco das fungbes constantes, ou seja, X1 = (1) e seu complemento

1
ortogonal Xs, que é o espaco das funcdes u em H'(I) tais que (u,1) = 0, ou Seja,/ udx = 0.
0

1
Assim, temos que Xy = {u € HY(I): / udr = 0}.
0

Para provarmos que o funcional ® satisfaz o teorema 3.0.1, prescisamos verificar os seguintes resul-
tados.

Lema 3.0.1 Suponhamos a condi¢io (f2). Entao existe uma constante K > 0 tal que
f(z,s) > Kséfl, Vs >s9>0, Vrel.

Demostracao:

1
Da condigao (f2), existem sp > 0e 6 € (0, 2) tais que

0< F(x,s) <Osf(x,s),Ye eI, Vs>sy>0.

Logo temos,

d d
— < f—
= dslns_HdslnF(:v,s)

23
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Assim,
/ (lnt)/dtg/ 0 (In F(x,t)) dt = Ins —Insg <6 (InF(x,s)—InF(z,sg)),
S0 S0
ou seja,
S < F(x,s) o
so — \ F(z,s0)
e portanto,
F
Ms% < F(z,s). (3.1)
50

Além disso, temos que o retangulo R = [0,1] x [0, so] ¢ um compacto do R?, e como f é continua,
pelo Teorema de Weierstrass (Corolario 2.2.1), f atinge seus extremos em R. Seja entdo Ay =
min {f(z,s) : (z,s) € R}, entao,

AO Sf(xvs)a V(J,‘,S) GR,

sendo assim,
S0 S0 —
Apsg = / Apdt < / f(x,t)dt = F(x,s9), VYxe€l.
0 0

Mas de (3.1) temos

Kpso < F(xz,s) <0sf(x,s), Vs>sg>0,

1—1
onde Kr = Ags, °.
Assim,

Ks%fl < f(.r,s), Vs > sg >0, (3'2)
K
onde K = TF O

Observacao 3.0.1 A funcao f é superlinear em 400, ou seja,

f(z,s)

lim = +00
S——+00 S
Com efeito, dividindo (3.2) por s temos,
Ksoi72 < f(:n,s)’ Vs > s9 >0
s

1 1
Como 0 € (0, 2), temos que i 2 > 0. Entao,
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too= lim Ks6~2< lim f(x,s)’
s—+o0 s—+o0 S
e logo
lim f(@s) = +00.

s—+o0 S

Para mostrarmos o proximo resultado, precisaremos da afirmacao abaixo:

A
Afirmacdo lim F(z,s) — ~s? = —oc.
S—>—00 2

Com efeito, da condicdo (f1), existe s < 0 tal que

—€ < f(z,s) — As <,
—e+As < f(z,s)<e+As, Vs<s5<O. (3.3)

Integramos entdo a desigualdade (3.3) em [s, 5] temos

—€e(s—3)+ %(82 -3) < /Sf(x,t)dt <e€(s—3)+ %(52 —3).

Como

F(z,s) — /Osf(x,t)dt = /sf(a:,t)dt, s <3,

5
e, pela condigao (f3), —/ f(x,t)dt > 0 em [3,0], temos,
0

A g \ A\
Flr,5) = 58" < Fa,5) - / Fla 0yt = 55 < els —5) — 25
0

A
Portanto, F(z,s) — 552 — —00, quando s —» —00.

Proposicao 3.0.1 Supondo a condigao (f1) e (f3). Entdo existe uma constante Ko > 0 tal que

A
'F(m,s) — 582 < Ksls|, Vs<si.

Demostragao: Munidos da afirmagdo acima e utilizando a Regra de L’Hospital temos,

F(z,s) — §s°
lim M: lim f(z,s) —As =0,

S§——00 S S§——00

Entao para todo € > 0, existe s’ < 0 tal que para todo s < §', temos
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No intervalo [¢, s1], a fungdo f é continua, sendo assim, F é continua em [/, s1]. Seja

ngmax{ max |F, min |F\} > 0,.
z€0,1],s€[s,s1] z€[0,1],s€[s’,s1]
entao
F(z,5) — 35
(37 8) 2 <e< Ks.
s
Logo,
Ao
F(x,s) — 55| < Ky ls|, Vs < si.
O
Em |5] De Figueiredo e Ruf provam que
1
2 / (u')%dz
Z:min 7 cu € Xo—{0} 5. (3.4)

wlde + Jlul%,
o

Munidos deste resultado, iremos provar que as duas normas definidas a seguir sdo equivalentes:

1 1/2
Proposicao 3.0.2 As normas [lul| gy e [|ull = (/ (u’)2dzn) sao equivalentes para todo u €
0

Xs.

Demostracao: Seja u € H'(I), entdo vamos provar que existem constantes positivas ki, ko, tais
que

bl < gy < ke llull . V€ Xo.

Para toda u € H'(I), temos

/|| < [lul3 + ||/

Isso implica que

1
el < (Il + [/ 13) * = lllgrary -

Agora consideremos u € X5 — {0}. De (3.4) temos que

2

2
° [[u'll3
4

< &
= 2 2
[l + llull%
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ou seja,
4 4
ol < =5 [l 13 = el < =5 [lo/]l5-
Entao,

a2y = llall?+ ||

IA

4
—5 eIl + [l

4
(2 1) w2,

Donde segue que

1
4 2
lallasy < (25 +1) " .

A 1/2
Tomando k1 =1 e kg = (2 + 1) , temos o resultado.
T

O

Teorema 3.0.2 Seja I =]0,1[, e consideremos as condi¢ées (f1) e (f2). Entao o funcional dado
por

1

1 1
B(u) 2/0 (o (2))2da —/0 Fla, u)dz, u € H(0,1), (3.5)

2
T
satisfaz (I3), se e somente se, \ > T

2
Demostragao: (<)Suponhamos que A > % A funcao definida por

2 7r
=— - = € [0,1].
e(x) - sen<2x>, z € [0,1]
é continua, assim e € H(I).

Como

temos que e € Xy — {0}.

Por outro lado, como €'(z) = —gcos (g) x, temos
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1 2
/ (¢/(x))*da 2 )
0 8 ™
1 = 4 1 2 P) = Z < )\
[ ewra e, -5 (2)
0 T 2 T

assim o minimo em (3.4) é atingido para a fungao e.

Consideremos o espago

X ®RYe={k+te:keX;, teR"}.

Nosso objetivo é mostrar que o funcional ® é limitado superiormente em X; @ RTe. Logo

1

1 1
Bk +te) = 2/0 [(k+te(x))']2dx—/0 P,k + te(z))de

1 1
_ ;/0 (tef(x))de_/o Fla, k + te(z))dz

1

1 1
= ¢ ell’2x— x e\xr xX.
= 5P [ €@Prdr = [ Pk tte)a

1
Estudaremos entao o termo / F(x,k + te(x))dz da expressao acima.
0

Seja s1 > s9. Da condicdo (f2), temos que existe uma constante K7 > 0 tal que
Ao 1/6
F(x,s) > 58 + Kis/Y, Vs> sq.
Com isso, consideramos os seguintes subconjuntos de I:
Ei={xel:k+te(x)>s1} e Ey={xel:k+te(x)<si}.

Observe que E1 U Ey = I e que B N Ey = (.

Considerando a Proposicao 3.0.1, temos,

/1 F(z,k+te(x))dz = F(x,k+te(x))de+ [ F(x, k+te(x))dx
0 Eq Ey

v

A 1
3 | e e Ky [ (e te@)bas

2 B

—|—)\/ (k:+te(x))2dx—K2/ |k + te(x)| dzx
2 E2 E2

A

= — e(x))%dx 1 exéx
= Q/I(lﬁ—t())d +K/El(k+t())d

—K, / |k + te(x)| dx
Es

= ;<k+te,k+te>+Kl/ (k:-l—te(x))%dx
£y

—K, / |k + te(x)| dx
Es

3.0
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_ g{(k,k>+2t<k,e>+t2<e,e>}

VK / (h+ te(x)) b de — Ky | |k + te(x)| da.
FEy Es

Como k € Xj e e € Xy — {0} = X{* — {0}, entdo (k,e) = 0. De (3.7) vemos que,

A

1
/F(:U,k:—l—te(:v))dsv > =
0 2 2 Jr B
—Ks | |k+te(z)|dx

E>

A A

v

Ky (t/[ le(2)| dx + \k:]) .

Assim, de (3.8),

A

' ——2—52 e(x))?dx — e\r %33
_/0 F(z,k+te(z)dr < -k t/(())d K1/ (k +te(z))od

2 2 J; o)

+ K (t/le(x)ydxﬂky).

Segue entao de (3.6) e (3.9) que

d(k+te) < —%H + %tQ </01(e/($))2dx — A/Ol(e(a:))de>

+ Ko (t/j!e(m)]dw—i—\k!) K /El(k—i—te(a:))édx.

De (3.4), temos que

1
e | @@y
T

s . . . .
Como T < A, para continuar a demonstracao iremos considerar dois casos:

1

/ (€ (2))2da

200000 < A,
e(z))%dzx

[

(1°)

[en]

ERY /(e(x))de + Kl/ (k + te(x)) s do

5192 + §t2 /I(e(a:))2dﬂv+K1 /El(k‘ +te(x))%dx

29

(3.10)
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/Ol(e'(x))2da:
/Ol(e(x))Qda;

Do (1°) caso temos que,

> A

(2°)

1 1 1 1
/:1:233 €$2CU 6/1172— 6.’E2 .
/O<e<>>d<A/0<<>>d :»/0<<>> A/0<<>><o

Logo,
A 2 1 2 ! / 2 ! 2
O(k+te) < —§k‘ —|—§t (/ (e'(x)) dmf)\/ (e(x)) dx)
0 0
<0 <0
+Ks (t/|e(m)\d$+|k‘]> —Kl/ (k + te(z)) b dz
1 Eq
<0
Ou seja,
Bk + te) < Ko <t/]e(x)]dx+ \k:]) < 8. (3.11)
I

Tomemos entao o € (0, ||e||,) suficientemente proximo de e, tal que

1
JREEIRE
& <A\ (3.12)
/0 (e(z))?dz + o

Agora consideremos o (2°) caso. Como « € (0, |e]| ), pelo Teorema do Valor Intermediério, existe
xo € (0,1) tal que a = e(xp). Entao

k+ta =k + te(zo)t.

Como xg € I = E1 U Es, e esta unido é disjunta, temos que xg € F, ou g € Fsy. Logo,

(i) Se xy € Es, entao k + at < s;
Dai temos:
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Logo

Bk +te) < —%zﬁ +s (2‘(’22 - %f + 2’“;) (/Ol(e'(:n))Qda: - )\/Ol(e(:n))Qda:>
+K> <t/l|e(:c)|dx+ \k:|> - K /El(k:—kte(:z))l/edx
—gkz + 2"; </01(e’(:c))2dac - )\/Dl(e(m))de>

# (o -2 ([ -a [ etwyta)

+Ks <31 —_ k/j|e(z)|dm+ yk|) - K /El(k+te(x))1/9dx

IN

(07
2

- [am v (elw)dn / 1<e’<x>>2dx]
N (222 -29(] 1<e'<x>>2d; - [ ety
oy (M [eta)ldo o+

_ _2’“; <>\ </01(;(:n))2d1‘ + oz2> - /Ol(e'(x))de>
; (2& - f) ( /0 ()P — A /0 1<e<x>>2dx)

+E (‘91 — k/l|e(x)|dx+ ym) . (3.13)

(0%

Mas pela escolha de a em (3.12) | temos que:

/Ol(e/(x))2dx <A (/Ol(e(:c))2d$ + oz2> .

1 1
Usando entao que / (¢ (z))2dx — )\/ (e(z))?dz > 0 e que 5k < 0, concluimos que,
0 0

Ok +te) < <;j2 - 25) (/01(6/(x))2d93—A/Ol(e(:c))Qda:>
+E, <81;k/1|e(x)|dx+\k|>
1

2f2 (/Ol(e’(x))Qda: - )\/0 (e(x))Qda;)

e (81;k/1|e(x)|d:c+ \k:|> <8 (3.14)

IN

(13) Se zp € Eq entdo k + ot > sq.
Consideremos o conjunto Iy = {x € I : e(z) > a}. Entao temos que,

k+te(x) >k+ta>s >0, Vrel.
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Assim,
1 1
/(k+te(x))edx>/(k;+m)edx:(k+m)é/ de = (k+ta)? |L].  (3.15)
I I I

Por outro lado, se x € Fy — I, entdo x € Ey e x ¢ Iy, ou seja, k+te(z) > s1 e e(x) < a,
logo

s1<k-+te(r)<k+ta, VYreE —I

donde segue que,
/ (k + te(z))odz > 0.
Ei—I

Usando (3.15), temos que

/El(k—i—te(x))edx = /I(k:—f—te(x))ﬁd:c+/El_ll(k:+te(fv))9dx>/(k:—}—te(x))ed:v

1 I
> (k + ta)o |1,

de (3.10) temos,

Bk +te) < —%kg + %t2 </01(e’(x))2d:n - )\/Ol(e(x))zd:n>

K <t/j|e(z)|dm+ yk|) — Ki(k +ta)? |Ty). (3.16)

—k
Fazendo s = k + at > s1, temos t = 87, e aplicando em (3.16) temos,
«

®(k+te) < —ng + % <8 ; k)z </01(e'(x))2d:c - )\/Ol(e(x))2da:)
w6y (8 [l da 4141 ) - Ka(o)b 0
_ (/Ol(e'(x))2dx - )\/Ol(e(x))de) 23;
+ [_O’; </01(e/(m))2dx _ /\/Ol(e(a:))zdx> i / ]e(:c)]dx] s
_%MH 2’“2 (/1(6'(95))%4/01(6( ) ng/|e )| dz

1
+K2 “{7’ — Kl ’Il| (3)@

e () - A / 1<e<x>>2dx> 2
(2 [rtorar).
+ <2a2 (/0 (€'(x)) dm—A/Ol(e(m))Qda;> 1 Ky |k‘\>

—Kl ’Il S%

IN
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Entao temos que
Dk +te) < A1s? + Aos + A — Aygso = p(s),
onde cada A; > 0 & uma constante real.

1
Como 6 € <0, 2) e p(0) = Az > 0 temos,

1 1 A
b )= o (M e ) <

s—+o00 s—+o0 1 Y

So S0

33

Entao existe s, > 0 tal que p(s«) = 0. Logo p(s) atinge seu maximo no compacto [0, s4],

ou seja p(s) < My, para todo s > 0, em particular para s > s;.

Portanto, ®(k + te) é limitado superiormente em X1 @ R'e, e assim ® satisfaz a condigdo (I3).

Reciprocamente, provaremos que o funcional ® nao satisfaz (I3) se

WQ

A< —.
0< A< 1

(3.17)

Seja A € (O, %2} e e € Xo — {0}. Mostraremos que ® ndo ¢ limitado superiormente em X; @ R¥e.

Suponhamos k + te € X1 @ Rte. Logo:

1

1 1
O(k+te) = 2/0 [(k+te(a:))'}2dx—/0 F(z,k + te(x))dx

1 1
_ ;#/0 (e/(x))2dﬂs—/0 Fla,k + te(z))da.

De (3.4) temos que

- ( /0 (ew)de + Heuio) < /0 (@),

logo,

2

1 1
O(k +te) > %tQ </ (e(x))*dx + He||go> — / F(z,k +te(x))dx, VkeR,Vt>0.
0 0

Mostraremos que ® ndo é limitada superiormente quando k +t|e||,, = 1, para ¢t > 0.

Observemos que [1 —t|le]| ] +te(x) <1, Vt>0, Vzel.
De fato,

[1—tllello] +te(x) =1+ tle(x) — [lefl -
Como,

e(z) < le(z)] < lefl

(3.18)
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temos que

e(r) = llelle <0 = tle(z) = flell] <0 = 1+ te(@) —[lefl ] < 1. (3.19)

Agora, consideremos € € (0, \). Tomando k + te(z) = (1 — t|le]|,) + te(x), e usando a observagao
acima e também a condicdo (f1), temos que existe uma constante K3 > 0, tal que

Fle, 1+ tle(r) = lefl]) < %(1 +t(e(x) = llello))® + e[l + tle(@) = llell )| + K3

logo,

/Olp(a:,ut[e(x)—||e||oo})dx < /1 B(l Hel@) — HeloJ)Q] i

+/ 1+ t(e() — lello)| + Ka] da
: 3{ / tHe(w) — [lelo)d }
3{ 7) — 2e(x )!6\00+||€||§o)dx}

vef [ /0 felo) - lell)l o} + K
- g {1 + 2t [/01 e(x)dz — ||e”oo:| }
+% {ﬂ Uol A(x)dz — 2 el /01 e(w)dx + !eHio} }
o e(e) — el d + K
- % {1 12t [/Ole(x)dx - ”eHoo:|}
+% {t2 M e (x)dz — 2 le| o, /01 e(z)dr + !eH?,o} }

1
e et/ e(w)da + et |el| . + Ko
0

A
= 2t 3= o)
A 2 ! 2 2
et ot [/ c (as)dx—i—HeHoo}—i—Kg, (3.20)
0

pois e € Xo — {0}.
Logo,

1 A A 1
- [ P teto) = ellids = =5+ elel -9 = e 52 | [ Payde + el - K
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Assim, substituindo essas informacgoes em (3.18), temos

71'2 1
Bt vt > et ([ e+ el )

2
_ % Cf - /\) (/01 e ()dx + Heugo> 2

A A
+\|e||oo()\—e)§t—e—K — 5

= Cth + Cit — Cy, Cy,C1,Cy > 0.

2
0
Como, e < A < T et >0, temos,

tE}nOOCI)([l —tlello] +te) = +oo.

Portanto o funcional ® é ilimitado.

No proximo Teorema, provaremos que o funcional ® satisfaz as condigoes (I1) e (I2).

35

Teorema 3.0.3 Supondo as condigées (f3) e (f1), entao o funcional ® definido em (3.5), satisfaz

as condi¢oes (I2) e (I3) do Teorema (3.0.1).

Demostracao:

(i) Verificagao de (I).

Suponha que u € X;. Entdo para todo = € I, temos u(z) = k onde k é constante.

e Se k> 0, entdo por (f3),
F@ k) >0 = F(ak) = /k fadt>0 = /1 Fla, k)dz > 0.
Assim, ’ ’
B(k) = — /1 Pz, k)dz < 0.
e Se k < 0 entao por (fs), ’
flz, k) <0 = —F(z,k) = /kf(:v,t)dt = /Of(:p,t)dt < 0.
Logo " *
O(k) = —/1 F(z,k)dz < 0.
Portanto ®(u) < 0 para todo u € Xj. "

(ii) Verificagao de (I3):

Vamos provar que existe p > 0, tal que ®(u) > 0 para cada u € 0B,(0)NX5. Da condicao

(f1) temos que F(z,s) < %32, para todo s € (—e¢,€) — {0}.

Por outro lado, lembremos que a caracterizagao variacional de A é dada por:

1
| w)rds
A =infQ o ———ue H'(I) - {0}

(u(z))?dx
0

(3.21)
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Seja u € 0B,(0) N X, entao,

1 1
Bu) = 1/0 (u'(m))Zd:c—/ Pz, u(z))de
1

2 0
L 20 — & w(z))?dx
> 5 [ Werd =5 [ )2
1 a 1
> 5 [ Werd -5 [ @@y

_ % (1 - ;‘1) /Ol(u’(x))Qdac. (3.22)

Concluimos entdo que da Proposicdo 3.0.2, existe uma constante p > 0, tal que ®(u) > 0,
para cada u € X9 com Hu||H1(I) > p.

O



Capitulo 4

Compacidade do Funcional de
Euler-Lagrange

4.1 Compacidade do funcional ¢

Definicdo 4.1.1 (Palais-Smale) Seja X um espaco de Banach e seja o funcional ® € C1(X,R).
Dizemos que ® satisfaz a condi¢io de Palais-Smale se toda sequéncia (u,) C X tal que:

(i) ®(uy,) € limitado
(i1) ®'(up) — 0

possui uma subsequéncia convergente.

Proposicao 4.1.1 Seja > 0. Supondo que f satisfaz as condigées (f1) e (f2). Entdo ezxiste uma
constante K1 > 0 tal que

flr,8) >Xs— Ky, VseR, Vel
Demostracao: Do Lema 3.0.1, existe uma constante K > 0 tal que,

f(z,s) > Ksé_l, Vs > s > 0,

onde % > 2. Entao podemos escolher s* > sg tal que
f(z,s) > As, Vs> s™
Por outro lado, (f1) implica que, param todo € > 0, e existe s < 0, tal que
If(z,s) —As| <e, Vs<s, Vezel.
Como f é continua no compacto I x [s/, s*], temos que existe uma constante K1 > 0 tal que

|f(x,8) — Xs| < Ky, Vs€ (—00,87, Vrel. (4.1)

Assim concluimos que

f(z,s) >As — K1, VscR, Vrxcl.

O proximo teorema mostra que o funcional ® definido em (2.15) satisfaz a condigao (P.S.).

37
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Teorema 4.1.1 Consideremos (f1) e (f2). Entdo o funcional ® definido em (2.15) salisfaz a con-
dicdo de Palais-Smale.

Demostragao: Seja (u,) C H'(I), tal que para cada n € N,

1

\2 / ()P / Flaun(e))da| < € (+2)

(&

IN

(@' (un), v)| = '/Ol%(w)v’(x)dw - /01 (@, un(z))o(z)de

| (wn)|| 01| 21y

= 6nHUHH1(1)7 VU€H1(IX4.3)

onde C' > 0 é uma constante positiva e (€,) ¢ uma sequéncia de nimeros positivos que converge
para zero. Para mostrarmos que (u,) possui uma subsequéncia convergente vamos mostrar que
(up) € limitada. Suponhamos por absurdo que (u;,) nao seja limitada. Assim podemos extrair uma
subsequéncia (uy;) de (uy) tal que

lim Hun]H = +o0.
J—+oo

Entao sem perda de generalidade assuminos que Hun] H > 1, para todo n € N. Definimos entao a
sequéncia (z,) C H(I) por

Logo temos que a sequéncia (2,) ¢ unitaria, sendo assim, limitada em H'(I). Como o espaco H'(I)
¢ de Banach Reflexivo, pelo Teorema de Eberlian-Smulian, temos que (z,) possui uma subsequéncia
(2n,) fracamente convergente em H'(I), ou seja,

— 29, em HY(I). (4.4)

an

Como a imersdo de Sobolev H(I) cC C(I) é compacta, temos
Zn; Cﬁ; 20. (4.5)

Por outro lado,

|2, — ZOHC(T) = max {|z,,(z) — 20(2)| : z € T}

|2, (z) = 20(x)|, Va el (4.6)

v

Donde segue que

2n, (2) — 20(x), Va el

Ainda, de (4.6) temos,
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|2n, (@) = 20(2)| < [z, — ZOHC(T)

= o @) — 2@ < |z, - 20l50

! 2 ! 2

= ; ’znj(x) — zo(:c)‘ dr < /0 Hznj — ZOHC(T) dx
1 , \? 1 ) 3
= </0 |2, () — 20(w)] d:):) < (/0 |2, — ZOHC(T) dx)
= [|zn; - ZOHLZ(I) < e, - ZOHC(T) —0 (4.7)
disto segue que
2, S 2, (4.8)
Como H“%H > 1, entdo 0 < H ! H < 1. Logo aplicando (uy;) na desigualdade (4.3) e dividindo
Un,

por Huna H, temos

/12’ f:nun] Jo(x )d
0

o],
! !%H =T nJH
(4.9)
para toda v € H(I).
Como, z,; — 2o em H'(I) temos que / n, (@) (2)dz — / x)dz, ver Exemplo 2.2.8.
Fazendo j — 400 em (4.9) deduzimos que
1
T, u x
3 lim (@, un, @) )dx :/ 20(x)V (x)dz, Vv e HY(I). (4.10)
jkoo HUn] H 0

Nosso objetivo é mostrar que zp = 0 e assim chegarmos a uma contradicdao. Para isso,vamos provar
que:

(i) z0(z) <0, Vzel
1
(ii) /0 2o(z)dz = 0.

Prova de (i):
Jr

Consideremos em (4.10), v = z5, onde

zg (z) = max {zo(x),0}, Vz el

Consideremos também os seguintes subconjuntos de I:

t={xel:z(x)>0},



40 COMPACIDADE DO FUNCIONAL DE EULER-LAGRANGE

I ={xel:z(x)<0}.

Entao temos que:

dzx

L f(x unj ) f(x,un](x))v(a:)
fiw

x =
H%H e

[ @@ @)
e [l = [l

[ @)t
e [l

Por outro lado temos,

/01 2o (z)V (z)de = /[+u1— z0(2)v' (z)d
_ /I . 2o (@) (z)dx + / zo(@) (x)da

= [ Ghopias

< H26H2L2(1) S HZ(IJH?LP(I) < F00.
Logo,
lim f(:z:,unj(:c))zo(a:)dx:/ (20())*da.
A S T ,

Da Proposicao 4.1.1,

f (@, un, (7)) 20() > (A, (@) = Kl)Zo(x) > ()\an (z) — Kl) zo(x), Vrel'

e, e, e |

Como zp; —2 2o, existe k > 0 tal que Hzn HC 7 < k, ou seja,

<k, Vxel

’zny‘ (37)‘ < HZW Hc 7)

dai,

zn,(z) > —k, Vzel.

Assim temos de (4.13)

f (@, (@)z0(x) (‘Ak_Kl 20(x)
= |

o e, |

> —(Ak+ Kl)ZO(l'), Ve el .

4.1

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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o .
Como zy, LZ 20, temos que zp,; (r) — zo(z), para todo x € I, assim:

jEI—Poo Up, (x) = jEToo HunJ H Zn; (x) = +o0.

Dai,

f(a:,un].(z))zo(x) f(iU,UnJ(x))

41

lim = lim 2, (2)20(x) = 400, Vo ell, (4.16)
AT AT
pois f & superlinear em +o0, ver Observacao 3.0.1, e z,, ¢ uma sequéncia limitada.
Suponhamos que 0 < |IT|, entao pelo Lema de Fatou, ver Teorema 2.2.8, temos que
T, Up, (x))20(x o Z, up, (x))z20(x
400 = lim inf il n]( )20 )dm < liminf /( n]( )z0(z)
o ST ] 2 T T
Logo,
T, U (x))20(x
Jim f (@, un, () 20( >dx:+oo,
veo Jre |
o que é uma contradigao com (4.11). Portanto || = 0. Donde segue que zp(z) < 0 para todo
x el
Prova de (ii):
Tomando v = uy,; em (4.3), temos:
1t ) I €n
= (un, () dz + 2, J (@, un, () up, (z)dz| < ) Hun]H (4.17)
De (4.17) e (4.2), temos a seguinte desigualdade,
U (@, uny (2) ) un, (2) €
/0 { &)@ F(a;,unj(x))] da < C+ 2 [l || (4.18)
Dividindo (4.18) por ||uy,|| temos,
e
n
/ dz| < L (4.19)
0 s | leans || 2
Fazendo j — 400 em (4.19) vemos que,
N A )
lim dz = 0. (4.20)

i=+ee Jo e,
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Seja € > 0 arbitrario e fixemos s* > so. Da condic@o (f1), temos que existe uma constante K, > 0,
tal que

‘ f@:5)s

5 — F(z,s)

<e€ls|+ K., Vse (—o0,s%]. (4.21)

Assim,

/{un <s*} ’f(xjunj (g)mnj (@) — F(z,un,(x))

dr < / (€ ‘unj (x)‘ + K.) dz,
{un <s*}
entdo, usando a desigualdade de Holder temos que,

f(@un; (2))un; (z)
Aun » [ R F(x,um(x))} b e 7 (1)

<
[[n, | [[wmy || S {un, <57}
L dz
H%H {un, <s%}
< i [lum |al'/? + Ix
HunJH o el + o
R [P
Hu | [,
< e, || + 2
HUn [
3 J
= e+HK }, Vi eN, (4.22)
”J
onde I, = {a: €l :uy(r) < s*}. Entao,
0 < limsup / dzr| <e. (4.23)
j=+oo |S{un, <s*} HU”JH

Como € > 0 é arbitrario, podemos portanto, tomar € tao pequeno quanto quisermos e assim teremos
que

Jttn, (0, @) F(%unj(x))}

lim dx = 0. (4.24)
57409 S, <7} (|
Sabemos de (4.1) que existe uma constante K1 > 0, tal que
‘f(x,unj (7)) — Aup, (z)| < K1, Vz € L. (4.25)

Dividindo (4.25) por ||us, , Obtemos:

L



4.1 COMPACIDADE DO FUNCIONAL & 43

— K + Mg, () - f(x,un(2)) K1+ Aug,(z)

< < 4.26
o] o] o] o
Seja I — I, = {:U €l :uy,(x)> 8*}, entao a condigao (f2) implica na seguinte desigualdade,
—F(Q?, unj (JZ’)) 2 _gun]' (m)f(x7un] (1’)),
logo
ey (o) + LI ), () + LD ),
para todo x € (I — I,,).
Disto temos,
/ [f F(z,up, (x))} ie > / [(% —0) U, () f (2, Un, (2))] i
-1, H“nJH B I-1Ia H“HJH
1 . f(waum(x)) "
S <z‘@SﬂQawm>d
ROV A 7
2 Hum H
B (1 _9> o[ unj(x))dx
2 T |
(4.26)

= (50)¢ fngfu
~(5-9)¢ i ﬁ;ﬁ” i

- << )) fxﬁffu
(Lo zn]
~(z-9) HWW”

> (30)7 fx;ﬁfu

_ <;—0>3*)\/Iaznj(ﬂc)dx
-(2-9) "y
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Tomando v = 1 em (4.10), temos que lim / Sz, uny) ———=dz =0, e levando em conta (4.24) e (4.20)

s=+o0 Jo ||
de
)
lim dx >
itee Jret, (|
lim ( > [ UG un] dx — )\/znj(x)d:c - Kl] , (4.27)
jroe H 1 e,
temos que
1 . !
0>— <2 - 9) s jEToo ; zn,; (z)dx. (4.28)
Dai,

oz-(i-@guz%@mxzq (4.29)

donde segue que

_<;—9)§A%@mx:a (4.30)

e portanto, /zo(x)dx =0.
I

Obeservemos que de (i) e (ii), concluimos que zo(x) = 0, para todo = € I. Além disso temos,

z,u
lim I n]

jkoo }UmH

znj(x)dx =0. (4.31)

Finalmente, tomando v = 2, e dividindo por Hunj H em (4.3), temos que

;1 / J(@), t, (@ znj(x)da: < n ,
el [1an,
ou seja,
f UTL ) €n
1-— S s (2)dx| <
e S T s R

Tomando o limite quando 57 — 400, temos

1
li )dz =1
L
o que é uma contradicdo com (4.8). Assim (u,) é limitada em H'(I). Como H'(I) é reflexivo e
a imersdo de Sobolev H'(I) cC C(I) é compacta, concluimos que (u,) possui uma subsequéncia
convergente em H1(I).
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O

Demonstracao do Teorema 1.0.1 Pelos Teoremas 3.0.2, 3.0.3 e 4.1.1 as condicoes de com-
pacidade e geometricas do Teorema de Silva sdo satisfeitas, o que garante ao funcional ¢
associdado ao problema (P), a existéncia de um ponto critico diferente de zero, e consequen-
temente a existéncia de uma solucdo ndo trivial do problema (P).
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