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Resumo

Estudaremos a existência de soluções não-triviais para o problema com condição de Neumann,

(P)

{
−u′′ = f(x, u), x ∈ I
u′(0) = u′(1) = 0,

onde I ⊂ R e f : I × R → R é uma função contínua. Estudamos as condições de compacidade e

geométricas do funcional de Euler-Lagrange Φ associado ao problema (P). Assim, veri�camos que

Φ satisfaz a condição do Teorema de Silva [9] que nos garante a existência de ao menos uma solução

não trivial a (P).

Palavras-chave: existência de soluções, condição de Neumann, funcional de Euler-Lagrange.
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Abstract

We study the existence of nontrivial solutions of the Neumann boundary problem

(P)

{
−u′′ = f(x, u), x ∈ I
u′(0) = u′(1) = 0,

where I ⊂ R and f : I×R→ R is a continuous function. We study the compactness and geometrical

condictions of a Euler-Lagrange functional assossiated to the problem (P). Then, we apply Silva's

theorem, which assures us the existence of at least one nontrivial solution to (P).

Keywords: existence of solutions, Neumann problem, the Euler-Lagrange functional.
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Capítulo 1

Introdução

Neste trabalho de dissertação, estudamos a existência de soluções não-triviais do problema (P)
abaixo, com condições de Neumann na fronteira

(P)

{
−u′′ = f(x, u), x ∈ I
u′(0) = u′(1) = 0,

onde I =]0, 1[⊂ R e f : I × R −→ R é uma função contínua.
Em 1994, David Arcoya e Salvador Villegas [4], estudaram o problema (P), supondo as seguintes

condições sobre a função f :

(f1) Existe λ > 0 tal que

lim
s→−∞

f(x, s)− λs = 0, uniformemente para x ∈ I.

(f2) Existem s0 > 0 e θ ∈
(

0,
1

2

)
tais que

0 < F (x, s) ≤ θsf(x, s), ∀x ∈ I, ∀s ≥ s0,

onde F (x, s) =

∫ s

0
f(x, t)dt é a primitiva de f .

(f3)
f(x, s)

s
> 0, ∀x ∈ I, ∀s ∈ R− {0}.

(f4) Existem ε > 0 e α ∈ (0, λ1) tais que

f(x, s)

s
≤ α, ∀x ∈ I, ∀s ∈ (−ε, ε)− {0},

onde λ1 = π2 é o primeiro autovalor estritamente positivo do problema de autovalor{
−u′′ = λu, x ∈ I
u′(0) = u′(1) = 0.

A condição (f1) nos diz que f é uma função assintóticamente linear em −∞. Geometricamente
isto signi�ca que a partir de um valor grande negativo f se aproxima de uma reta. A condição
(f2), conhecida como condição de Ambrosetti-Rabinowitz, implica que f é superlinear em +∞,
isto é,

lim
s→+∞

f(x, s)

s
= +∞.

1



2 INTRODUÇÃO 1.0

Ainda, de (f3), temos que f(x, 0) = 0, o que implica que (P ) possui solução trivial.

O resultado de existência de solução não trivial para o problema (P) é dado no seguinte
Teorema:

Teorema 1.0.1 Seja I =]0, 1[, e supondo as hipóteses (f1) − (f4), com λ > π2

4 . Então o

problema (P) possui, ao menos, uma solução não trivial.

Problemas de Neumann envolvendo somente as condições (f1) e (f2), foram estudados por De
Figueiredo e Ruf [5]. Eles estudaram o seguinte problema:

(1)

{
−u′′ = f(x, u) + h(x) ≡ λu+ g(x, u) + h(x), x ∈ I
u′(0) = u′(1) = 0

onde f é uma função contínua, h ∈ L2(I), h 6= 0 e λ ∈ R. Entre outros resultados eles provam

a existência de uma solução para (1) se f satisfaz (f1) e (f2) e λ é tal que 0 < λ <
π2

4
.

Observemos que de (1) temos o problema (P).

O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (P) é dado por

Φ : H1(I) −→ R (1.1)

u 7−→ Φ(u) =
1

2

∫ 1

0
(u′(x))2dx−

∫ 1

0
F (x, u(x))dx, (1.2)

onde F (x, u) =

∫ u

o
f(x, t)dt. Como os pontos críticos de Φ são tais que

0 =
〈
Φ′(u), v

〉
=

∫ 1

0
u′(x)v′(x)dx−

∫ 1

0
f(x, u(x))v(x)dx, ∀v ∈ H1(I),

temos que eles são soluções fracas do problema (P). Sendo assim, para provarmos a existência
de solução fraca não-trivial de (P), precisamos encontrar um ponto crítico diferente de zero
para o funcional Φ. Assim, para provar o Teorema 1.0.1, em [4], usa-se a seguinte generalização
do Teorema do Passo da Montanha, demonstrada por Silva,

Teorema 1.0.2 (Silva[9]) Seja H = X1 ⊕ X2, um espaço de Banach real, onde X1 é um

subespaço de dimensão �nita. Supondo que o funcional Φ ∈ C1(H,R) satisfaça as seguintes

condições:

(I1) Φ(u) ≤ 0,∀u ∈ X1.

(I2) Existe ρ > 0 tal que Φ(u) ≥ 0, para toda u ∈ ∂Bρ(0) ∩X2.

(I3) Existe e ∈ X2 − {0} e β ≥ 0 tal que Φ(u) ≤ β para cada u ∈ X1 ⊕ R+e.

Além disso, se Φ satisfaz a condição de Palais-Smale (P.S.), então Φ possui ao menos um

ponto crítico em H diferente de zero.

Observamos que este Teorema nos garante a existência de um ponto crítico diferente de zero
para o funcional Φ, se este satisfaz as condições geométricas (I1), (I2) e (I3), e a condição de
compacidade de Palais-Smale.

Este trabalho está dividido da seguinte maneira:

No Capítulo 2 apresentamos os principais resultados de Análise Funcional, que considero
fundamentais para a leitura do presente trabalho, e também a caracterização variacional do
problema (P).
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No Capítulo 3,veri�camos as condições (I1) − (I3) do Teorema 2. Para isso, escreveremos
o espaço H1(I) como soma direta dos subespaços X1 e X2, onde X1 será o subespaço das
funções constantes, e X2 seu complemento ortogonal, ou seja X2 = X⊥1 . Observamos que, no

caso do problema (P), a condição (I3) se veri�ca, se e somente se, λ >
π2

4
.

No Capítulo 4, mostramos a condição (PS) para o funcional Φ de�nido em (1.1), usando
idéias similares as de [5].
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Capítulo 2

Preliminares

2.1 Introdução

Neste capítulo apresentamos as de�nições e os resultados de Análise que nos auxiliarão na
leitura dos capítulos seguintes. Alguns dos temas abordados aqui são: espaços de Banach,
espaços de Banach re�exivos, espaços Lp e espaços de Sobolev W 1,p. Na parte �nal do ca-
pítulo introduzimos os conceitos de derivada de Gâteaux e de Fréchet, e apresantamos a
caracterização variacional de (P).

Algumas informações relevantes a respeito dos espaços de Banach, dos operadores compactos
e suas propriedades e dos espaços de Sobolev podem ser encontradas em [2] e [6].

2.2 Resultados de Análise Funcional

2.2.1 Espaços normados e Espaços de Banach

De�nição 2.2.1 (Sequência de Cauchy) Uma sequência (xn) em um espaço métrico X =
(X, d) é dita de Cauchy se para todo ε > 0 existe um n0 ∈ N tal que

d(xm, xn) < ε, ∀m,n > n0.

Para que uma sequência de números reais seja de Cauchy, exige-se que, para valores su�-
cientemente grandes de m,n, seus termos xm e xn se aproximem arbitrariamente uns dos
outros.

Observação 2.2.1 O espaço métrico (X, d) é dito completo se toda sequência de Cauchy em

X converge para um elemento de X.

Exemplo 2.2.1 O conjunto R dos números reais é um espaço métrico completo.

De�nição 2.2.2 (norma) Uma norma em um espaço vetorial real X é uma função ‖.‖ :
X −→ R+, cujo valor em um ponto x ∈ X é denotado por ‖x‖(lê-se "`norma de x") e que

possui as seguintes propriedades:

(N1) ‖x‖ ≥ 0

(N2) ‖x‖ = 0, se e somente se, x = 0

(N3) ‖αx‖ = |α| ‖x‖

5



6 PRELIMINARES 2.2

(N4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

onde x, y ∈ X são arbitrários e α ∈ R.

Observação 2.2.2 Dizemos que um espaço vetorial real é normado quando possui uma norma

de�nida nele.

Uma classe de espaços vetoriais normados, muito importante são aqueles que são completos
em relação a sua norma.

De�nição 2.2.3 (Espaço de Banach) Dizemos que um espaço (X, ‖‖) é de Banach se ele

é um espaço normado completo em relação a sua norma.

Exemplo 2.2.2 O espaço C([a, b]) das funções contínuas no intervalo [a, b] munido da norma

‖f‖C[a,b] = max {|f(t)| : t ∈ [a, b]}

é um espaço de Banach.

De fato, seja (xm) ⊂ C[a, b] uma sequência de Cauchy. Assim, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal
que

‖xm − xn‖ = max
t∈[a,b]

|xm(t)− xn(t)| < ε, sempre que m,n > n0. (2.1)

Logo para cada t = t0 ∈ [a, b] �xado, temos

|xm(t0)− xn(t0)| < ε, sempre que m,n > n0.

Isto mostra que (x1(t0), x2(t0), ...) é uma sequência real de Cauchy. Como R é completo, segue
que

xm(t0) −→ x(t0), quando m −→∞.

Deste modo, podemos associar a cada t ∈ [a, b], um único número real x(t). Isso de�ne uma
função x em [a, b]. Vamos mostrar que x ∈ C[a, b] e que xm −→ x. De (2.1) temos que

max
t∈[a,b]

|xm(t)− x(t)| ≤ ε, ∀m > n0.

Além disso, para cada t ∈ [a, b],

|xm(t)− x(t)| ≤ ε, ∀m > n0.

Isso mostra que a sequência (xm(t)) converge para x(t) uniformemente no intervalo [a, b].
Como os xm�s são contínuos em [a, b] e a convergência é uniforme, segue que x é contínua em
[a, b]. Assim x ∈ C[a, b]. Daí, xm −→ x em [a, b]. Portanto C[a, b] é espaço de Banach.

De�nição 2.2.4 (normas equivalentes) Seja X um espaço vetorial real, e sejam ‖.‖1 e

‖.‖2 duas normas de�nidas em X. Dizemos que ‖.‖1 é equivalente a ‖.‖2, se existem números

positivos k1 e k2 tais que

k1 ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ k2 ‖x‖1 , ∀x ∈ X.
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De�nição 2.2.5 (conjunto compacto) Um subconjunto K de um espaço métrico (X, d) é

dito compacto se toda sequência limitada em X possui uma subsequência convergente.

O Lema abaixo nos dá uma propriedade geral para os subconjuntos compactos de espaços
métricos.

Lema 2.2.1 Um subconjunto compacto de um espaço métrico é fechado e limitado.

Demostração: Ver em [6], página 77. �

Teorema 2.2.1 (Riesz) Sejam Y e Z subespaços de um espaço normado X (de dimensão

qualquer), e suponha que Y é fechado e é subconjunto próprio de Z. Então para cada número

real θ no intervalo (0, 1) existe z ∈ Z tal que ‖z‖ = 1 e ‖z − y‖ ≥ θ para todo y ∈ Y .

Demostração: Consideremos v ∈ Z − Y . Seja d a distância entre os conjuntos Z − Y e Y ,
ou seja,

d = inf
y∈Y
‖v − y‖ .

Como Y é fechado, vemos que d > 0. Consideremos então, θ ∈ (0, 1). Pela de�nição de ín�mo,
existe y0 ∈ Y tal que

d ≤ ‖v − y0‖ ≤
d

θ
,

já que 0 < θ < 1 implica
d

θ
> d. Seja z = c(v − y0), onde c =

1

‖v − y0‖
. Logo, ‖z‖ = 1.

Queremos mostrar que ‖z − y‖ ≥ θ para todo y ∈ Y . Então,

‖z − y‖ = ‖c(v − y0)− y‖
= c

∥∥v − y0 − c−1y∥∥
= c ‖v − y1‖ ,

onde y1 = y0 + c−1y. Como y1 ∈ Y , segue pela de�nição de d que ‖v − y1‖ ≥ d. Assim,

‖z − y‖ = c ‖v − y1‖ ≥ c · d =
1

‖v − y0‖
≥ d

d/θ
= θ.

�

Em espaços de dimensão �nita a recíproca do Lema 2.2.1 é sempre verdadeira (ver [6], pág,77),
o que nem sempre é válido em espaços de dimensão in�nita. O próximo resultado nos mostra
que nestes espaços a bola unitária não é compacta.

Teorema 2.2.2 Se um espaço normado X tem a propriedade que a bola unitária

B = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}

é compacta, então a dimensão de X é �nita.

Demostração:
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Suponhamos por absurdo que B é compacto com dimX = ∞. Escolhemos então x1 ∈ X,
tal que ‖x1‖ = 1. Logo, x1 gera um subespaço X1 de X, tal que dimX1 = 1. Além disso,
temos que X1 é fechado e próprio, já que dimX = ∞. Pelo Lema 2.2.1, existe x2 ∈ X, tal
que ‖x2‖ = 1 e

‖x2 − x1‖ ≥ θ =
1

2
.

Da mesma forma, os elementos x1, x2, geram um subespaço X2 de X, que é fechado e próprio.
Novamente pelo Lema 2.2.1, existe x3 em X, tal que,

‖x2 − x1‖ ≥
1

2
,∀x ∈ X2.

Em particular,

‖x3 − x1‖ ≥
1

2

‖x3 − x2‖ ≥
1

2
.

Procedendo desta maneira por indução, obtemos uma sequência (xn), cujos elementos são
xn ∈ B tal que

‖xm − xn‖ ≥
1

2
.

Assim, (xn) não possui subsequência convergente, o que é uma contradição com o fato de que
B é compacto. Assim a dimensão do espaço X é �nita.

�

A Proposição abaixo nos mostra que a imagem de um compacto por funções contínuas é um
conjunto compacto.

Proposição 2.2.1 Sejam X e Y espaços métricos, M ⊂ X compato e f : X −→ Y uma

aplicação contínua. Então f(M) é um compacto de Y .

Demostração: Ver em [2], página 81. �

Como consequência imediata da Proposição 2.2.1 temos que uma aplicação contínua de�nida
em um subconjunto compacto de um espaço métrico sobre o conjunto R, atinge um máximo
e mínimo neste subconjunto, ou seja,

Corolario 2.2.1 (Weierstrass) Seja (X, d) um espaço métrico, M ⊂ X compacto e f :
M −→ R contínua. Então f atinge seu máximo e mínimo em algum x0 ∈M .

Demostração: Ver em [2] página 81. �

2.2.2 Funcionais Lineares

De�nição 2.2.6 (Operadores lineares) Sejam X e Y dois espaços vetoriais sobre o con-

junto R dos números reais, e seja T : X −→ Y uma transformação. Dizemos que T é um

operador linear de X em Y se

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y), ∀x, y ∈ X, ∀α, β ∈ R.
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De�nição 2.2.7 (Operadores limitados) Sejam X,Y , espaços vetoriais sobre o conjunto

R dos números reais. Um operador linear T : X → Y é dito limitado se existe C ∈ R, tal que

‖Tx‖Y ≤ C ‖x‖X .

De�nição 2.2.8 (Operador linear contínuo) Sejam X,Y , espaços vetoriais sobre o con-

junto R dos números reais. Um operador linear T : X → Y é contínuo em x ∈ X, se para

toda sequência (xn) ⊂ X tal que xn → x, temos T (xn)→ T (x).

Teorema 2.2.3 Dizemos que um operador linear T : X −→ Y é contínuo se e somente se,

T é limitado

Demostração: Ver em [6], página 97. �

No estudo dos espaços vetoriais reais normados, existem operadores lineares T : X → R que
possuem grande importância no campo da Análise Funcional. Tais operadores são chamadas
de funcionais lineares.

De�nição 2.2.9 (funcional linear) Seja X um espaço vetorial sobre o conjunto R dos nú-

meros reais. O operador linear T : X → R é chamado de funcional linear.

De�nição 2.2.10 (funcional linear limitado) Seja X um espaço vetorial sobre R. Dize-
mos que o funcional linear f : X → R é limitado, se existe C ∈ R tal que

|f(x)| ≤ C, ∀x ∈ X.

Observação 2.2.3 A norma de um funcional linear f : X −→ R, é dada por

‖f‖ = sup

{
|f(x)|
‖x‖

: x ∈ X,x 6= 0

}
.

Exemplo 2.2.3 O funcional ϕ : C[a, b] −→ R de�nido por ϕ(f) =

∫ b

a
f(x)dx é linear e

limitado em C[a, b].

De fato, sejam f1, f2 ∈ C[a, b], e λ ∈ R. Então temos:

ϕ(f1 + λf2) =

∫ b

a
(f1 + λf2)(x)dx

=

∫ b

a
(f1(x) + λf2(x))dx

=

∫ b

a
f1(x)dx+ λ

∫ b

a
f2(x)dx

= ϕ(f1) + λϕ(f2).

Mostraremos agora que ϕ é limitado e possui norma ‖ϕ‖ = b− a.

Com efeito, seja I = [a, b], então temos que:

|ϕ(f)| =

∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣
≤ (b− a) max {|f(x)| : x ∈ I}
= (b− a) ‖f‖C[a,b] .
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Tomando então, sup
{
|ϕ(f)| : ‖f‖C[a,b] = 1

}
, temos que

‖ϕ‖ ≤ b− a.

Para mostrarmos que ‖ϕ‖ ≥ b− a, vamos considerar f ≡ f0 = 1. Então,

‖ϕ‖ ≥ |ϕ(f0)|
‖f‖

=

∫ b

a
dx = b− a.

Portanto, ‖ϕ‖ = b− a.

O resultado a seguir dá uma a condição para que um funcional linear seja contínuo.

Teorema 2.2.4 Seja f : X −→ R um funcional linear. Então f é contínuo se, e somente se,

f é limitado.

Demostração: Ver em [6], página 104 �

Observação 2.2.4 Vemos que o funcional de�nido no Exemplo 2.2.3 é um funcional contí-

nuo.

2.2.3 Espaço Dual e Espaços Re�exivos

Nesta seção estudaremos o espaço dos funcionais lineares de um espaço vetorial real. Daremos
grande importância aos espaços cuja aplicação canônica de�nidas no conjunto X ⊂ R em seu
bidual é sobrejetora. Estes espaços são chamados de espaços re�exivos.

De�nição 2.2.11 (Espaço Dual) Seja X um espaço normado. Chamaremos de espaço dual

o espaço de todos os funcionais lineares limitados em X com a norma de�nida por

‖f‖ = sup

{
|f(x)|
‖x‖

: x ∈ X,x 6= 0

}
.

Notação Denotamos por X ′ o dual do espaço X.

Para nos auxiliar no próximo exemplo, enunciaremos um importante resultado conhecido como
desigualdade de Holder para sequências p e q som�veis.

Teorema 2.2.5 (Desigualdade de Holder) Sejam as sequências (xn) ⊂ lp(R) e (yn) ⊂
lq(R), onde 1

p + 1
q = 1, Então que

∞∑
n=1

|xnyn| ≤

[ ∞∑
n=1

|xn|p
]1/p

+

[ ∞∑
n=1

|xn|q
]1/q

(2.3)

Demostração: Ver em [6], página 14. �

Exemplo 2.2.4 O dual do espaço lp(R) =

{
(xn)n∈N ⊂ R :

∞∑
i=1

|xi|p <∞

}
, 1 < p < ∞ é o

espaço lq(R), onde q é o expoente conjugado de p, ou seja,
1

p
+

1

q
= 1.
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De fato, seja (ei)
∞
i=1, uma base de Schauder de lp(R), ou seja,

e1 = (1, 0, 0, 0...)

e2 = (0, 1, 0, 0...)

...

en = (0, .., 1, 0..).

Cada elemento x ∈ lp(R) possui uma única representação, ou seja,

x =
∞∑
i=1

xiei.

Seja f ∈ (lp(R))′. Então

f(x) = f

( ∞∑
i=1

xiei

)
=
∞∑
i=1

xif(ei) :=
∞∑
i=1

xifi, onde fi = f(ei).

Vamos provar que (f(ei))
∞
i=1 ∈ lq(R). Para cada n ∈ N de�nimos a sequência yn = (y1n, y

2
n, ..., y

j
n, ...)

por

yjn =


|fj |q

fj
, se fj 6= 0 e j ≤ n

0, se fj = 0 ou j > n.

Logo,

f(yn) =
∞∑
j=1

yjnfj =
n∑
j=1

|fj |q

fj
fj +

∞∑
j=n+1

0fj

=
n∑
j=1

|fj |q . (2.4)

Como f é limitada e (q − 1)p = q, temos,

|f(yn)| ≤ ‖f‖ ‖yn‖lp(R) = ‖f‖

 n∑
j=1

∣∣yjn∣∣p
1/p

= ‖f‖

 n∑
j=1

|fj |(q−1)p
1/p

= ‖f‖

 n∑
j=1

|fj |q
1/p

. (2.5)

Donde segue que

f(yn) ≤ ‖f‖

 n∑
j=1

|fj |q
1/p

,
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ou seja,  n∑
j=1

|fj |q
1−1/p

≤ ‖f‖ ⇔

 n∑
j=1

|fj |q
1/q

≤ ‖f‖ , (2.6)

onde 1− 1

p
=

1

q
. Fazendo n −→∞ em (2.6), temos

 ∞∑
j=1

|fj |q
q ≤ ‖f‖ . (2.7)

Assim, provamos que a sequência (fi)
∞
i=1 ∈ lq(R).

De�nimos então a aplicação

T : (lp(R))′ −→ lq(R)

f 7−→ T (f) = (fi)
∞
i=1,

onde fi := f(ei). Tomemos f, g ∈ (lp(R))′ e α ∈ R, temos

T (αf + g) = ((αf + g)i)
∞
i=1 = (αfi + gi)

∞
i=1

= α(fi)
∞
i=1 + (gi)

∞
i=1

= αT (f) + T (g).

Logo T é linear.

Além disso, supondo que f ∈ (lp(R))′ é tal que T (f) = 0, temos

(fi)
∞
i=1 = 0 ⇒ fi = 0, ∀i ∈ N. (2.8)

Isso resulta que

f(x) =
∞∑
i=1

xifi = 0, ∀x ∈ lp(R).

E portanto, T é injetiva.

Seja (yi)
∞
i=1 ∈ lq(R), vamos mostrar que a aplicação

fy : lp(R) −→ R

x 7−→ fy(x) =

∞∑
i=1

xiyi = 0

de�ne um elemento em (lp(R))′, ou seja, que fy é linear e limitado. É fácil ver que fy é linear.

Basta mostrar que fy é limitada. Usando a desigualdade de Holder,ver Teorema 2.2.5, temos,

|fy(x)| ≤
∞∑
i=1

‖xi‖ ‖yi‖ ≤

[ ∞∑
i=1

‖xi‖p
]1/p [ ∞∑

i=1

‖yi‖q
]1/q

= ‖y ‖lq‖x‖lp .
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Tomando o supremo sobre todos os x com norma igual a 1, vemos que ‖f‖ ≤ ‖y‖lq(R). Logo,
temos que f é limitada.

Novamente usando a desigualdade de Holder, temos

|f(x)| ≤

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

xifi

∣∣∣∣∣ ≤
[ ∞∑
i=1

‖xi‖p
]1/p [ ∞∑

i=1

‖fi‖q
]1/q

= ‖T (f) ‖lq‖x‖lp ,

passando ao supremo sobre todos os x ∈ lp(R) com norma 1 obtemos

‖f‖ ≤ ‖T (f)‖lq . (2.9)

Concluímos de (2.6) e (2.9) que as normas são iguais.

De�nição 2.2.12 Seja X um espaço vetorial real. O espaço dual de X ′ é chamado espaço

bidual de X e é denotado por X ′′.

Observação 2.2.5 Por de�nição, um elemento do espaço vetorial X ′′ é um funcional linear

ϕ : X ′ −→ R.

Exemplo 2.2.5 Seja X um espaço vetorial real. Então a cada x ∈ X pode-se associar um

elemento ϕx ∈ X ′′ da seguinte maneira

ϕx : X ′ −→ R
f 7→ ϕx(f) = f(x).

Então temos que ϕx é linear e contínua.

De fato, ϕx é linear, pois para f1, f2 ∈ X ′ e λ ∈ R temos que: .

ϕx(λf1 + f2) = (λf1 + f2)(x)

= λf1(x) + f2(x)

= λϕx(f1) + ϕx(f2).

Por outro lado, ϕx é contínua. Tomando f ∈ X ′ temos que,

|ϕx(f)| = |f(x)| .

Como f ∈ X ′, temos que f é um funcional limitado, assim ϕx é limitado. Sendo assim,
ϕx ∈ X ′′.

Lema 2.2.2 Seja X um espaço vetorial real. A aplicação J : X −→ X ′′ de�nida por J(x) =
ϕx, é linear e injetora.

Demostração: Ver em [3]. �

Observação 2.2.6 A aplicação J(x) = ϕx é chamada de aplicação canônica.

De�nição 2.2.13 (Espaço Re�exivo) Seja X um espaço de Banach e seja J a aplicação

canônica de X em X ′′. Dizemos que X é re�exivo se J(X) = X ′′.

Quando o espaço X é re�exivo se identi�cam os espaços X e X ′′ por meio do isomor�smo J .
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2.2.4 Os Espaços Lp(I)

Apresentaremos agora o espaço das funções f : I ⊂ R −→ R tais que∫
I
|f(x)|p dx <∞, 1 ≤ p ≤ ∞.

Tais espaços são conhecidos como espaços Lp(I), ou como espaço das funções p-integráveis. A
notação Lp(I) foi dada devido ao matemático francês Henri Léon Lebesgue, que generalizou o
conceito de integral de Riemann, introduzindo assim o conceito de medida, e tornando-a uma
ferramenta padrão da Análise Real.

Nesta parte, �xamos (X,χ, µ) um espaço de medida e identi�camos funções mensuráveis
f : I ⊂ R→ R que são iguais quase sempre, onde µ é a medida de Lebesgue em R. Informações
sobre espaços mensuráveis, medida de Lebesgue e integral de Lebesgue podem ser encontradas
em [8].

De�nição 2.2.14 (Espaço L1(I)) Dizemos que uma função f : I ⊂ R −→ R é Lebesgue-

integrável se ∫
I
|f | <∞.

Observação 2.2.7 Se f : I ⊂ R −→ R é Lebesgue-integrável escrevemos f ∈ L1(I), e possui

norma dada por

‖f‖1 =

∫
I
|f |

De�nição 2.2.15 (Espaço Lp(I)) Seja I ⊂ R um conjunto mensurável. Seja 1 ≤ p < ∞.

De�nimos o espaço Lp(I) como sendo o espaço das funções reais p-integráveis no sentido de

Lebesgue, isto é,

Lp(I) =

{
f : I −→ R :

∫
I
|f | <∞

}
,

dotado da norma,

‖f‖p =

(∫
I
|f |p

)1/p

De�nição 2.2.16 (Espaço L∞(I)) Seja I ⊂ R um conjunto mensurável. De�nimos o es-

paço L∞(I) como sendo o espaço das funções reais limitadas, isto é,

L∞(I) =

{
f : I −→ R : sup

I
|f | <∞

}
,

dotado da norma,

‖f‖∞ = sup
I
|f |

Observação 2.2.8 Observamos que da de�nição acima

sup
I
|f | = inf

I
{c ∈ R : |f(x)| < c q.t.p.}
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Observação 2.2.9 Se f ∈ L∞(I), então |f(x)| ≤ ‖f‖L∞(I), em quase todo ponto de I.

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de Holder) Sejam I ⊂ R e as funções f ∈ Lp(I) e g ∈
Lq(I), I ⊂ R onde q é o conjugado de p, com 1 ≤ p ≤ ∞. Então a função fg ∈ L1(I) e∫

|fg| ≤ ‖f‖p ‖g‖q

Demostração: Ver em [2], página 56. �

Exemplo 2.2.6 Suponha que zn → z0 em C(I), onde I =]0, 1[ e seja h ∈ L2(I), então∫ 1

0
h(x)zn(x)dx −→

∫ 1

0
h(x)z0(x)dx

Com efeito,∣∣∣∣∫ 1

0
h(x)znj (x)dx−

∫ 1

0
h(x)z0(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0
h(x)(znj (x)− z0(x))dx

∣∣∣∣
≤ max

{∣∣znj (x)− z0(x)
∣∣ : x ∈ I

}∫ 1

0
|h(x)| dx

= max
{∣∣znj (x)− z0(x)

∣∣ : x ∈ I
}∫ 1

0
|h(x) · 1| dx

≤ max
{∣∣znj (x)− z0(x)

∣∣ : x ∈ I
}
‖h‖L2(I)

=
∥∥znj − z0∥∥C(I)

‖h‖L2(I) → 0.

Teorema 2.2.7 O espaço Lp(I) é:

(i) um espaço de Banach para todo 1 ≤ p ≤ ∞
(ii) um espaço re�exivo para todo 1 < p <∞.

Demostração: Ver em [2], pág. 59. �

O resultado a seguir, conhecido como Lema de Fatou, estabelece uma desigualdade rela-
tiva a integral do limite inferior(superior) de uma seqüência de funções para o limite infe-
rior(superior) de integrais destas funções. Este Lema é nomeado em homenagem ao matemá-
tico francês Pierre Fatou (1878-1929).

Teorema 2.2.8 (Lema de Fatou) Seja (xn) ⊂ L1(I). Então:

(i) Se xn ≥ v para todo n ∈ N e para alguma v ∈ L1(I), então∫
lim inf
n→+∞

xndx ≤ lim inf
n→+∞

∫
xndx

(ii) Se xn ≤ w para todo n ∈ N e para alguma w ∈ L1(I), então∫
lim sup
n→+∞

xndx ≥ lim sup
n→+∞

∫
xndx

Demostração: Ver em [8], página 85. �
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2.2.5 Espaços W 1,p(I)

Apresentaremos agora, os espaços de Sobolev W 1,p(I), que foram estudados pelo matemático
Sergei Sobolev na metade da década de trinta, e que até hoje vêm sendo de grande importância
no desenvolvimento das Equações Diferencias. Veremos também que se uma função pertence
ao espaço de Sobolev W 1,p(I), então ela é Lp(I) e sua derivada no sentido fraco também é
Lp(I).

De�nição 2.2.17 O Espaço de Sobolev W 1,p(I), 1 ≤ p ≤ ∞ se de�ne por

W 1,p(I) =

{
u ∈ Lp(I); ∃g ∈ Lp(I)|

∫
I
uϕ′ = −

∫
I
gϕ, ∀ϕ ∈ C1

c (I)

}
.

O exemplo abaixo mostra uma função u ∈W 1,p(]− 1, 1[). Nele veri�ca-se que a função v é a
derivada no sentido fraco de u.

Exemplo 2.2.7 A função u :]−1, 1[→ R de�nida por u(x) =
1

2
[|x|+x] está emW 1,p(]−1, 1[),

para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Com efeito, u é de�nida por:

u(x) =

{
0, se −1 < x < 0
x, se 0 ≤ x < 1,

para mostrar que u ∈W 1,p(I), devemos mostrar que

(i) u ∈ Lp(I)

(ii) ∃v ∈ Lp(I) tal que
∫
I
uϕ′ = −

∫
I
vϕ, ∀ϕ ∈ C1

c (I).

Prova de (i): De fato,∫
I
|u(x)|p dx =

∫ 1

−1
|u(x)|p dx

=

∫ 0

−1
|u(x)|p dx+

∫ 1

0
|u(x)|p dx

=

∫ 1

0
xpdx

=
1

p+ 1
<∞.

Agora, para p = +∞, sup
]−1,1[

|u| = 1 <∞.

Prova de (ii):
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∫
I
u(x)ϕ′dx =

∫ 1

−1
u(x)ϕ′dx

=

∫ 0

−1
u(x)ϕ′dx+

∫ −1
0

u(x)ϕ′dx

=

∫ 1

0
xϕ′dx

=

∫ 1

0
[(xϕ)′ − ϕ]

= −
∫ 1

−1
v(x)ϕdx,

onde

v(x) =

{
0, se −1 < x < 0
1, se 0 ≤ x < 1,

a qual pertence ao espaço Lp(]− 1, 1[), para 1 ≤ p ≤ ∞.

Notação Quando p = 2 denotamos W 1,p(I) por H1(I).

Observação 2.2.10 O espaço W 1,p(I) está munido da seguinte norma,

‖u‖W 1,p(I) = ‖u‖Lp(I) +
∥∥u′∥∥

Lp(I)
.

Observação 2.2.11 O espaço H1(I) com o produto interno de�nido por

〈u, v〉H1 = 〈u, v〉L2 +
〈
u′, v′

〉
L2 ,

é um espaço de Hilbert.

Proposição 2.2.2 O espaço W 1,p(I) é:

(i) um espaço de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞
(ii) um espaço re�exivo para 1 < p <∞.

Demostração:Mostraremos o ítem (i), sendo que a demonstração de (ii) pode ser encontrada
em [2]. Consideremos (un) uma sequência de Cauchy em W 1,p(I). Assim, para ε > 0 dado,
existe n0 ∈ N tal que

∀m,n > ε ⇒ ‖um − un‖W 1,p(I) < ε.

Como,

‖um − un‖W 1,p(I) = ‖um − un‖Lp(I) +
∥∥(um − un)′

∥∥
Lp(I)

,

temos,

‖um − un‖Lp(I) ≤ ‖um − un‖W 1,p(I) < ε

e
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∥∥(um − un)′
∥∥
Lp(I)

≤ ‖um − un‖W 1,p(I) < ε,

assim, (un) e (u′n) são sequências de Cauchy em Lp(I). Logo temos,

un → u ∈ Lp(I) e u′n → g ∈ Lp(I).

Utilizando a desigualdade de Holder temos,∣∣∣∣∫
I
unϕ

′ −
∫
I
uϕ′
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
I
(un − u)ϕ′

∣∣∣∣
≤

∫
I

∣∣(un − u)ϕ′
∣∣

≤ ‖(un − u)‖p
∥∥ϕ′∥∥

q
−→ 0

Assim, ∫
I
unϕ

′ →
∫
I
uϕ′.

Por outro lado, sendo
∫
I
unϕ

′ = −
∫
u
′
nϕ, para todo n, resulta após a passagem ao limite que

∫
I
uϕ′ = −

∫
u
′
ϕ, ∀ϕ ∈ C1

c .

Portanto, u ∈W 1,p(I). �

Um importante resultados da teoria dos espaços de Sobolev, é o que segue abaixo

Teorema 2.2.9 Existe uma constante C(dependente apenas de |I| ≤ ∞) tal que

‖u‖L∞(I) ≤ C ‖u‖W 1,p(I) , ∀1 ≤ p ≤ ∞,

ou seja, W 1,p(I) ↪→ L∞(I), com inclusão contínua para todo 1 ≤ p ≤ ∞. Além disso quando

I é limitado temos:

(i) a imersão W 1,p(I) ⊂⊂ C(I) é compacta para 1 < p ≤ ∞
(ii) a imersão W 1,1(I) ⊂⊂ Lq(I) é compacta para 1 ≤ p <∞

Demostração: Ver em [2], página 129. �

Outra importante caracterização para os estes espaços, é a de que cada função neste espaço
possui um representante contínuo, como enunciaremos na seguinte Proposição.

Proposição 2.2.3 (Representante Contínuo) Seja u ∈ (I), então existe uma função w ∈
C(I), tal que u = w q.t.p. de I e

w(x)− w(y) =

∫ x

y
u′(t)dt,∀x, y ∈ I.

Demostração: Ver em [2], página 122.
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2.2.6 Convergência fraca

De�nição 2.2.18 (Convergência forte) Uma sequência (xn) em um espaço normado X é

dita fortemente convergente se existe x ∈ X tal que

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.

Observação 2.2.12 Na a de�nição acima x é chamado de limite forte de (xn), e dizemos

que a sequência (xn) converge fortemente para x.

De�nição 2.2.19 (Convergência fraca) Uma sequência (xn) em um espaço normado X é

dita fracamente convergente se existe x ∈ X tal que para cada f ∈ X ′,

lim
n→∞

f(xn) = f(x).

Observação 2.2.13 Quando uma sequência (xn) converge fracamente para x denotamos por

xn ⇀ x, sendo que x é o limite fraco de xn.

Exemplo 2.2.8 Se xn ⇀ x0 em H1(I), então

∫ 1

0
x′n(x)v′(x)dx →

∫ 1

0
x′0(x)v′(x)dx para

toda v ∈ H1(I).

De fato, temos que xn ⇀ x0 em H1(I), ou seja, para todo funcional φ ∈ (H1(I))′, temos que

φ(xn) −→ φ(x0).

Como o funcional ϕ : H1(I) −→ R, de�nido por

ϕ(w) =

∫ 1

0
w′(x)v′(x)dx,

é linear e contínuo, para toda v ∈ H1(I), temos que ϕ ∈ (H1(I))′, sendo assim,

ϕ(xn) −→ ϕ(x0).

2.2.7 Operadores Compactos

Os operadores lineares compactos são de�nidos como segue,

De�nição 2.2.20 (Operador linear compacto) Sejam X e Y espaços normados. Um ope-

rador linear T : X → Y é dito compacto se T é linear e se para cada subconjunto limitado

M ⊂ X, a imagem T (M) é relativamente compacta, ou seja, o fecho T (M) é compacto.

Teorema 2.2.10 (Convergência Fraca) Sejam X e Y espaços normados e T : X → Y um

operador linear compacto. Suponhamos que (xn) ⊂ X converge fracamente, digamos, xn ⇀ x.
Então T (xn) converge fortemente em Y e possui limite y = T (x).

Demostração: Ver em [6], página 410. �

O seguinte teorema nos garante que se tivermos uma sequência limitada de�nida em espaços
de Banach re�exivos, então esta possui uma subsequência fracamente convergente, a demons-
tração deste resultado pode ser encontrada em [10].
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Teorema 2.2.11 (Eberlian-Smulian) Um espaço de Banach é re�exivo se, e somente se,

toda sequência limitada possui uma subsequência fracamente convergente.

Demostração: Ver em [10], página 141. �

Antes de apresentarmos a caracterização variacional do problema (P) vamos generalizar os
conceitos de derivada e derivada direcional do cálculo de várias variáveis. As derivadas de
Gâteaux e de Fréchet servem a esse propósito.

2.2.8 Derivada de Gâteaux e de Fréchet

De�nição 2.2.21 Sejam X e Y espaços vetoriais e f : X −→ Y uma aplicação. Dizemos

que f é Gâteaux-diferenciável em x ∈ X na direção de ρ ∈ X, se existe o limite

〈
f ′(x), ρ

〉
= lim

h→0

f(x+ hρ)− f(x)

h
(2.10)

Dizemos que f é Gâteaux-diferenciável em x ∈ X, se f é Gâteaux-diferenciável em toda
direção. Neste caso, o operador f ′ : X −→ Y , que assume o vetor 〈f ′(x), ρ〉, é chamado de
derivada de Gâteaux em x.

Observação 2.2.14 Se f é Gâteaux-diferenciável em x ∈ X, e tem derivada de Gâteaux

contínua então dizemos que f é de classe C1(X,R)

A derivada de Gâteaux tem grande importância na determinação de máximos e mínimos de
funcionais. Se f : X −→ R tem um mínimo ou um máximo em x ∈ X, e f ′(x) existe, então
f ′(x) = 0.

Exemplo 2.2.9 Seja função f : R2 −→ R de�nida por f(x, y) =
xy

x2 + y2
, se (x, y) 6= 0 e

f(0, 0) = 0.

Vamos veri�car para quais pontos do R2, 〈f ′(0), ρ〉 existe. Consideremos ρ = (ρ1, ρ2) ∈ R2.
Logo

〈
f ′(0), ρ

〉
= lim

h→0

f(0 + hρ)− f(0)

h

= lim
h→0

f(hρ1, hρ2)− 0

h

= lim
h→0

ρ1ρ2
h(ρ21 + ρ22)

.

Assim, vemos que 〈f ′(0), ρ〉 existe, se e somente se, ρ = (ρ1, 0) ou ρ = (0, ρ1).

De�nição 2.2.22 (derivada de Fréchet) Sejam X e Y espaços vetoriais normados e a

aplicação F : X −→ Y . Dizemos que F é Fréchet-diferenciável em x ∈ X se existe um

operador linear e contínuo

F ′ : X −→ Y

h 7→ F ′(h),

tal que

lim
‖h‖→0

‖F (x+ h)− F (x)− F ′(x)h‖
‖h‖

= 0. (2.11)
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Neste caso, F ′(x)h é chamado de diferencial de Fréchet de F em x com acréscimo h.

Exemplo 2.2.10 A função f : l2(R) −→ R de�nida por f(x) = x1x2 + x21, é Fréchet-

diferenciável e tem diferencial dado por F ′(x)h = (2x1 + x2)h1 + x1h2.

2.3 Caracterização variacional do problema (P)

Consideremos o problema (P ) dado por:

(P)

{
−u′′ = f(x, u), x ∈ I =]0, 1[
u′(0) = u′(1) = 0

onde f : I ×R −→ R é contínua. Dizemos que u ∈ C2(I) é uma solução clássica do problema
(P ) se ela satisfaz as condições de (P ) no sentido usual. Deste modo, consideremos uma
função u ∈ C2(I) solução clássica de (P ). Multiplicando a equação em (P ) por uma função
v ∈ C1(I), temos

− u′′ · v = f · v. (2.12)

Integrando por partes a expressão acima temos que:

∫ 1

0
(−u′′ · v) dx =

∫ 1

0
[u′ · v′ − (u′ · v)′] dx

=

∫ 1

0
(u′ · v′) dx− [u′(1)v(1)− u′(0)v(0)]

=

∫ 1

0
u′ · v′ dx pois u é solução clássica de (P ).

Daí ∫ 1

0
u′ · v′ dx =

∫ 1

0
f · v dx. (2.13)

Assim, se u ∈ C2(I) é uma solução de (P ), ela satisfaz a equação integral (2.13). Observemos
que para funções u, v ∈ L2(I) com u′, v′ ∈ L2(I) a equação (2.13) é satisfeita. Assim, o
espaço natural das soluções de (P ) é o espaço de Sobolev H1(I). Dizemos então que a função
u ∈ H1(I) é uma solução fraca para o problema (P ) se

∫ 1

0
u′ · v′ dx =

∫ 1

0
f · v dx, ∀v ∈ H1(I) (2.14)

O funcional de Euler-Lagrange Φ : H1(I) −→ R associado ao problema (P ) é de�nido por

Φ(u) =
1

2

∫ 1

0
(u′)2 dx−

∫ 1

0
F (x, u) dx (2.15)

onde F (x, s) =

∫ s

0
f(x, t) dt.

Observando que as funções u′, v′u, v pertencerem ao espaço H1(I) e aplicando a desigualdade
de Holder, ver Teorema 2.2.6, a expressão em (2.14) está bem de�nida. Já em (2.15), a boa
de�nição do funcional Φ se deve pelo fato de que u′ é de quadarado integrável em [0, 1] e que
F é contínua no compacto [0, 1].
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A�rmação: O funcional Φ é de classe C1 e sua derivada é dada por

〈
Φ′(u), v

〉
=

∫ 1

0
u′ · v′ dx−

∫ 1

0
f(x, u) v dx, ∀u, v ∈ H1(I). (2.16)

Com efeito,

〈
Φ′(u), v

〉
= lim

t→0

Φ(u+ tv)− Φ(u)

t

= lim
t→0

1

2

∫ 1

0
((u+ tv)′)2dx−

∫ 1

0
F (x, u+ tv)dx

t

= lim
t→0

∫ 1

0
u′v′dx+

t

2

∫ 1

0
(v′)2dx−

∫ 1

0

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
dx

=

∫ 1

0
u′v′dx−

∫ 1

0
f(x, u)vdx.

Assim,

∣∣〈Φ′(u), v
〉∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0
u′v′dx−

∫ 1

0
f(x, u)vdx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ 1

0
u′v′dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ 1

0
f(x, u)vdx

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

∣∣u′v′∣∣ dx+

∫ 1

0
|f(x, u)v| dx

≤
∥∥u′∥∥

2

∥∥v′∥∥
2

+ ‖f‖2 ‖v‖2 <∞.

Vemos então, que a derivada de Gâteaux é contínua em H1(I), sendo assim Φ ∈ C1(H,R).

Observemos que os pontos críticos de Φ são funções u ∈ H1(I) tais que Φ′(u) = 0, ou seja, são
funções que satisfazem (2.16).



Capítulo 3

Geometria do Funcional de

Euler-Lagrange

Neste capítulo mostraremos que o funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (P ) satisfaz
as condições I1, I2 e I3 do Teorema do Passo da Montanha de Silva.

Teorema 3.0.1 (de Silva) Seja H = X1 ⊕X2, um espaço de Banach real , onde X1 é um subes-

paço de dimensão �nita. Supondo que o funcional Φ ∈ C1(H,R) satisfaça as condições:

(I1) Φ(u) ≤ 0, ∀u ∈ X1.

(I2) Existe ρ > 0 tal que Φ(u) ≥ 0, para todo u ∈ ∂Bρ(0) ∩X2.

(I3) Existe e ∈ X2 − {0} e β ≥ 0 tal que Φ(u) ≤ β para toda u ∈ X1 ⊕ R+e.

Além disso, se Φ satisfaz a condição de Palais-Smale (P.S.), então Φ possui ao menos um ponto

crítico em H diferente de zero.

Para aplicarmos o Teorema acima, dividimos o espaço H1(I) numa soma direta entre o espaço X1,
que para nosso problema é o espaço das funções constantes, ou seja, X1 = 〈1〉 e seu complemento

ortogonal X2, que é o espaço das funções u em H1(I) tais que 〈u, 1〉 = 0, ou seja,
∫ 1

0
udx = 0.

Assim, temos que X2 =

{
u ∈ H1(I) :

∫ 1

0
udx = 0

}
.

Para provarmos que o funcional Φ satisfaz o teorema 3.0.1, prescisamos veri�car os seguintes resul-
tados.

Lema 3.0.1 Suponhamos a condição (f2). Então existe uma constante K > 0 tal que

f(x, s) ≥ Ks
1
θ
−1, ∀s ≥ s0 > 0, ∀x ∈ I.

Demostração:

Da condição (f2), existem s0 > 0 e θ ∈
(

0,
1

2

)
tais que

0 < F (x, s) ≤ θsf(x, s), ∀x ∈ I, ∀s ≥ s0 > 0.

Logo temos,

1

s
≤ θ f(x, s)

F (x, s)
⇒ d

ds
ln s ≤ θ d

ds
lnF (x, s)

23
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Assim,

∫ s

s0

(ln t)′ dt ≤
∫ s

s0

θ (lnF (x, t))′ dt ⇒ ln s− ln s0 ≤ θ (lnF (x, s)− lnF (x, s0)) ,

ou seja,

s

s0
≤
(
F (x, s)

F (x, s0)

)θ
e portanto,

F (x, s0)

s
1
θ
0

s
1
θ ≤ F (x, s). (3.1)

Além disso, temos que o retângulo R = [0, 1]× [0, s0] é um compacto do R2, e como f é contínua,
pelo Teorema de Weierstrass (Corolário 2.2.1), f atinge seus extremos em R. Seja então A0 =
min {f(x, s) : (x, s) ∈ R}, então,

A0 ≤ f(x, s), ∀(x, s) ∈ R,

sendo assim,

A0s0 =

∫ s0

0
A0dt ≤

∫ s0

0
f(x, t)dt = F (x, s0), ∀x ∈ I.

Mas de (3.1) temos

KF s
1
θ ≤ F (x, s) ≤ θsf(x, s), ∀s ≥ s0 > 0,

onde KF = A0s
1− 1

θ
0 .

Assim,

Ks
1
θ
−1 ≤ f(x, s), ∀s ≥ s0 > 0, (3.2)

onde K =
KF

θ
. �

Observação 3.0.1 A função f é superlinear em +∞, ou seja,

lim
s→+∞

f(x, s)

s
= +∞

Com efeito, dividindo (3.2) por s temos,

Ks
1
θ
−2 ≤ f(x, s)

s
, ∀s ≥ s0 > 0.

Como θ ∈
(

0,
1

2

)
, temos que

1

θ
− 2 > 0. Então,
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+∞ = lim
s→+∞

Ks
1
θ
−2 ≤ lim

s→+∞

f(x, s)

s
,

e logo

lim
s→+∞

f(x, s)

s
= +∞.

Para mostrarmos o próximo resultado, precisaremos da a�rmação abaixo:

A�rmação lim
s−→−∞

F (x, s)− λ

2
s2 = −∞.

Com efeito, da condição (f1), existe s < 0 tal que

−ε < f(x, s)− λs < ε,

−ε+ λs < f(x, s) < ε+ λs, ∀s < s < 0. (3.3)

Integramos então a desigualdade (3.3) em [s, s] temos

−ε(s− s) +
λ

2
(s2 − s2) <

∫ s

s
f(x, t)dt < ε(s− s) +

λ

2
(s2 − s2).

Como

F (x, s)−
∫ s

0
f(x, t)dt =

∫ s

s

f(x, t)dt, s < s,

e, pela condição (f3), −
∫ s

0
f(x, t)dt > 0 em [s, 0], temos,

F (x, s)− λ

2
s2 < F (x, s)−

∫ s

0
f(x, t)dt− λ

2
s2 < ε(s− s)− λ

2
s2.

Portanto, F (x, s)− λ

2
s2 −→ −∞, quando s −→ −∞.

Proposição 3.0.1 Supondo a condição (f1) e (f3). Então existe uma constante K2 > 0 tal que∣∣∣∣F (x, s)− λ

2
s2
∣∣∣∣ ≤ K2 |s| , ∀s ≤ s1.

Demostração: Munidos da a�rmação acima e utilizando a Regra de L'Hospital temos,

lim
s→−∞

F (x, s)− λ
2 s

2

s
= lim

s→−∞
f(x, s)− λs = 0,

Então para todo ε > 0, existe s′ < 0 tal que para todo s < s′, temos∣∣∣∣∣F (x, s)− λ
2 s

2

s

∣∣∣∣∣ < ε.
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No intervalo [s′, s1], a função f é contínua, sendo assim, F é contínua em [s′, s1]. Seja

K2 = max

{
max

x∈[0,1],s∈[s′,s1]
|F | , min

x∈[0,1],s∈[s′,s1]
|F |
}
> 0, .

então ∣∣∣∣∣F (x, s)− λ
2 s

2

s

∣∣∣∣∣ < ε < K2.

Logo, ∣∣∣∣F (x, s)− λ

2
s2
∣∣∣∣ < K2 |s| , ∀s < s1.

�

Em [5] De Figueiredo e Ruf provam que

π2

4
= min


∫ 1

o
(u′)2dx∫ 1

o
u2dx+ ‖u‖2∞

: u ∈ X2 − {0}

 . (3.4)

Munidos deste resultado, iremos provar que as duas normas de�nidas a seguir são equivalentes:

Proposição 3.0.2 As normas ‖u‖H1(I) e ‖u‖ =

(∫ 1

0
(u′)2dx

)1/2

são equivalentes para todo u ∈

X2.

Demostração: Seja u ∈ H1(I), então vamos provar que existem constantes positivas k1, k2, tais
que

k1 ‖u‖ ≤ ‖u‖H1(I) ≤ k2 ‖u‖ , ∀u ∈ X2.

Para toda u ∈ H1(I), temos

∥∥u′∥∥2
2
≤ ‖u‖22 +

∥∥u′∥∥2
2
.

Isso implica que

‖u‖ ≤
(
‖u‖22 +

∥∥u′∥∥2
2

) 1
2

= ‖u‖H1(I) .

Agora consideremos u ∈ X2 − {0}. De (3.4) temos que

π2

4
≤

‖u′‖22
‖u‖22 + ‖u‖2∞ ,
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ou seja,

‖u‖22 ≤
4

π2
∥∥u′∥∥2

2
− ‖u‖2∞ ≤

4

π2
∥∥u′∥∥2

2
.

Então,

‖u‖2H1(I) = ‖u‖22 +
∥∥u′∥∥2

2

≤ 4

π2
∥∥u′∥∥2

2
+
∥∥u′∥∥2

2

=

(
4

π2
+ 1

)∥∥u′∥∥2
2
.

Donde segue que

‖u‖H1(I) ≤
(

4

π2
+ 1

) 1
2

‖u‖ .

Tomando k1 = 1 e k2 =

(
4

π2
+ 1

)1/2

, temos o resultado.

�

Teorema 3.0.2 Seja I =]0, 1[, e consideremos as condições (f1) e (f2). Então o funcional dado

por

Φ(u) =
1

2

∫ 1

0
(u′(x))2dx−

∫ 1

0
F (x, u)dx, u ∈ H1(0, 1), (3.5)

satisfaz (I3), se e somente se, λ >
π2

4
.

Demostração: (⇐)Suponhamos que λ >
π2

4
. A função de�nida por

e(x) =
2

π
− sen

(π
2
x
)
, x ∈ [0, 1].

é contínua, assim e ∈ H1(I).

Como ∫ 1

0
e(x)dx =

∫ 1

0

[
2

π
− sen

(π
2
x
)]
dx = 0,

temos que e ∈ X2 − {0}.

Por outro lado, como e′(x) = −π
2
cos
(π

2

)
x, temos
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∫ 1

0
(e′(x))2dx∫ 1

0
(e(x))2dx+ ‖e‖2∞

=

π2

8

− 4

π2
+

1

2
+

(
2

π

)2 =
π2

4
< λ.

assim o mínimo em (3.4) é atingido para a função e.

Consideremos o espaço

X1 ⊕ R+e =
{
k + te : k ∈ X1, t ∈ R+

}
.

Nosso objetivo é mostrar que o funcional Φ é limitado superiormente em X1 ⊕ R+e. Logo

Φ(k + te) =
1

2

∫ 1

0

[
(k + te(x))′

]2
dx−

∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx

=
1

2

∫ 1

0

(
te′(x)

)2
dx−

∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx

=
1

2
t2
∫ 1

0
(e′(x))2dx−

∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx. (3.6)

Estudaremos então o termo
∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx da expressão acima.

Seja s1 > s0. Da condição (f2), temos que existe uma constante K1 > 0 tal que

F (x, s) ≥ λ

2
s2 +K1s

1/θ, ∀s ≥ s1.

Com isso, consideramos os seguintes subconjuntos de I:

E1 = {x ∈ I : k + te(x) > s1} e E2 = {x ∈ I : k + te(x) ≤ s1} .

Observe que E1 ∪ E2 = I e que E1 ∩ E2 = ∅.
Considerando a Proposição 3.0.1, temos,∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx =

∫
E1

F (x, k + te(x))dx+

∫
E2

F (x, k + te(x))dx

≥ λ

2

∫
E1

(k + te(x))2dx+K1

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx

+
λ

2

∫
E2

(k + te(x))2dx−K2

∫
E2

|k + te(x)| dx

=
λ

2

∫
I
(k + te(x))2dx+K1

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx

−K2

∫
E2

|k + te(x)| dx

=
λ

2
〈k + te, k + te〉+K1

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx

−K2

∫
E2

|k + te(x)| dx
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=
λ

2

{
〈k, k〉+ 2t 〈k, e〉+ t2 〈e, e〉

}
+K1

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx−K2

∫
E2

|k + te(x)| dx. (3.7)

Como k ∈ X1 e e ∈ X2 − {0} = X⊥1 − {0}, então 〈k, e〉 = 0. De (3.7) vemos que,

∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx ≥ λ

2
k2 +

λ

2
t2
∫
I
(e(x))2dx+K1

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx

−K2

∫
E2

|k + te(x)| dx

≥ λ

2
k2 +

λ

2
t2
∫
I
(e(x))2dx+K1

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx

−K2

(
t

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
. (3.8)

Assim, de (3.8),

−
∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx ≤ −λ

2
k2 − λ

2
t2
∫
I
(e(x))2dx−K1

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx

+ K2

(
t

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
. (3.9)

Segue então de (3.6) e (3.9) que

Φ(k + te) ≤ −λ
2
k2 +

1

2
t2
(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+ K2

(
t

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
−K1

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx. (3.10)

De (3.4), temos que

π2

4
<

∫ 1

0
(e′(x))2dx∫ 1

0
(e(x))2dx

.

Como
π2

4
< λ, para continuar a demonstração iremos considerar dois casos:

(1o)

∫ 1

0
(e′(x))2dx∫ 1

0
(e(x))2dx

< λ,
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(2o)

∫ 1

0
(e′(x))2dx∫ 1

0
(e(x))2dx

≥ λ.

Do (1o) caso temos que,∫ 1

0
(e′(x))2dx < λ

∫ 1

0
(e(x))2dx ⇒

∫ 1

0
(e′(x))2 − λ

∫ 1

0
(e(x))2 < 0.

Logo,

Φ(k + te) ≤ −λ
2
k2︸ ︷︷ ︸

<0

+
1

2
t2
(∫ 1

0

(e′(x))2dx− λ
∫ 1

0

(e(x))2dx

)
︸ ︷︷ ︸

<0

+K2

(
t

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
−K1

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx︸ ︷︷ ︸

<0

.

Ou seja,

Φ(k + te) ≤ K2

(
t

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
≤ β. (3.11)

Tomemos então α ∈ (0, ‖e‖∞) su�cientemente próximo de ‖e‖∞, tal que∫ 1

0
(e′(x))2dx∫ 1

0
(e(x))2dx+ α2

< λ. (3.12)

Agora consideremos o (2o) caso. Como α ∈ (0, ‖e‖∞), pelo Teorema do Valor Intermediário, existe
x0 ∈ (0, 1) tal que α = e(x0). Então

k + tα = k + te(x0)t.

Como x0 ∈ I = E1 ∪ E2, e esta união é disjunta, temos que x0 ∈ E1, ou x0 ∈ E2. Logo,

(i) Se x0 ∈ E2, então k + αt ≤ s1
Daí temos:

t ≤ s1 − k
α

⇒ t2 ≤ (s1 − k)2

α2
⇒ 1

2
t2 ≤ (s1 − k)2

2α2
=

s21
2α2
− s1k

α2
+

k2

2α2
.
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Logo

Φ(k + te) ≤ −λ
2
k2 +

1

2

(
s21

2α2
− s1k

α2
+

k2

2α2

)(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+K2

(
t

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
−K1

∫
E1

(k + te(x))1/θdx

≤ −λ
2
k2 +

k2

2α2

(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+

(
s21

2α2
− s1k

α2

)(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+K2

(
s1 − k
α

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
−K1

∫
E1

(k + te(x))1/θdx

= − k2

2α2

[
α2λ+ λ

∫ 1

0
(e(x))2dx−

∫ 1

0
(e′(x))2dx

]
+

(
s21

2α2
− s1k

α2

)(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+K2

(
s1 − k
α

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
= − k2

2α2

(
λ

(∫ 1

0
(e(x))2dx+ α2

)
−
∫ 1

0
(e′(x))2dx

)
+

(
s21

2α2
− s1k

α2

)(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+K2

(
s1 − k
α

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
. (3.13)

Mas pela escolha de α em (3.12) , temos que:

∫ 1

0
(e′(x))2dx < λ

(∫ 1

0
(e(x))2dx+ α2

)
.

Usando então que
∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx > 0 e que s1

α2k < 0, concluímos que,

Φ(k + te) ≤
(
s21

2α2
− s1k

α2

)(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+K2

(
s1 − k
α

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
≤ s21

2α2

(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+K2

(
s1 − k
α

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
≤ β. (3.14)

(ii) Se x0 ∈ E1 então k + αt > s1.

Consideremos o conjunto I1 = {x ∈ I : e(x) > α}. Então temos que,

k + te(x) > k + tα > s1 > 0, ∀x ∈ I1.
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Assim,∫
I1

(k + te(x))
1

θ dx >

∫
I1

(k + tα)
1

θ dx = (k + tα)
1
θ

∫
I1

dx = (k + tα)
1
θ |I1| . (3.15)

Por outro lado, se x ∈ E1− I1, então x ∈ E1 e x /∈ I1, ou seja, k+ te(x) > s1 e e(x) ≤ α,
logo

s1 < k + te(x) ≤ k + tα, ∀x ∈ E1 − I1

donde segue que, ∫
E1−I1

(k + te(x))
1
θ dx > 0.

Usando (3.15), temos que

∫
E1

(k + te(x))
1
θ dx =

∫
I1

(k + te(x))
1
θ dx+

∫
E1−I1

(k + te(x))
1
θ dx >

∫
I1

(k + te(x))
1
θ dx

> (k + tα)
1
θ |I1| ,

de (3.10) temos,

Φ(k + te) ≤ −λ
2
k2 +

1

2
t2
(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+K2

(
t

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
−K1(k + tα)

1
θ |I1| . (3.16)

Fazendo s = k + αt > s1, temos t =
s− k
α

, e aplicando em (3.16) temos,

Φ(k + te) ≤ −λ
2
k2 +

1

2

(
s− k
α

)2(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+K2

(
s− k
α

∫
I
|e(x)| dx+ |k|

)
−K1(s)

1
θ |I1|

=

(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
s2

2α2

+

[
− k

α2

(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+
K2

α

∫
I
|e(x)| dx

]
s

−1

2
k2λ+

k2

2α2

(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
− K2k

α

∫
I
|e(x)| dx

+K2 |k| −K1 |I1| (s)
1
θ

≤ 1

2α2
(

∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
s2

+

(
K2

α

∫
I
|e(x)| dx

)
s

+

(
k2

2α2

(∫ 1

0
(e′(x))2dx− λ

∫ 1

0
(e(x))2dx

)
+K2 |k|

)
−K1 |I1| s

1
θ .
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Então temos que

Φ(k + te) ≤ A1s
2 +A2s+A3 −A4s

1
θ ≡ p(s),

onde cada Ai ≥ 0 é uma constante real.

Como θ ∈
(

0,
1

2

)
e p(0) = A3 > 0 temos,

lim
s→+∞

p(s) = lim
s→+∞

s
1
θ

(
A1

1

s
1
θ
−2

+A2
1

s
1
θ
−1

+
A3

s
1
θ

−A4

)
= −∞.

Então existe s∗ > 0 tal que p(s∗) = 0. Logo p(s) atinge seu máximo no compacto [0, s∗],
ou seja p(s) ≤M0, para todo s > 0, em particular para s > s1.

Portanto, Φ(k + te) é limitado superiormente em X1 ⊕ R+e, e assim Φ satisfaz a condição (I3).

Reciprocamente, provaremos que o funcional Φ não satisfaz (I3) se

0 < λ ≤ π2

4
. (3.17)

Seja λ ∈
(

0, π
2

4

]
e e ∈ X2 − {0}. Mostraremos que Φ não é limitado superiormente em X1 ⊕ R+e.

Suponhamos k + te ∈ X1 ⊕ R+e. Logo:

Φ(k + te) =
1

2

∫ 1

0

[
(k + te(x))′

]2
dx−

∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx

=
1

2
t2
∫ 1

0
(e′(x))2dx−

∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx.

De (3.4) temos que

π2

4

(∫ 1

0
(e(x))2dx+ ‖e‖2∞

)
≤
∫ 1

0
(e′(x))2dx,

logo,

Φ(k + te) ≥ π2

8
t2
(∫ 1

0
(e(x))2dx+ ‖e‖2∞

)
−
∫ 1

0
F (x, k + te(x))dx, ∀k ∈ R,∀t > 0. (3.18)

Mostraremos que Φ não é limitada superiormente quando k + t ‖e‖∞ = 1, para t > 0.

Observemos que [1− t ‖e‖∞] + te(x) ≤ 1, ∀t > 0, ∀x ∈ I.
De fato,

[1− t ‖e‖∞] + te(x) = 1 + t[e(x)− ‖e‖∞].

Como,

e(x) ≤ |e(x)| ≤ ‖e‖∞ ,
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temos que

e(x)− ‖e‖∞ ≤ 0 ⇒ t[e(x)− ‖e‖∞] ≤ 0 ⇒ 1 + t[e(x)− ‖e‖∞] ≤ 1. (3.19)

Agora, consideremos ε ∈ (0, λ). Tomando k + te(x) = (1 − t ‖e‖∞) + te(x), e usando a observação
acima e também a condição (f1), temos que existe uma constante K3 > 0, tal que

F (x, 1 + t[e(x)− ‖e‖∞]) ≤ λ

2
(1 + t(e(x)− ‖e‖∞))2 + ε |1 + t(e(x)− ‖e‖∞)|+K3

logo,

∫ 1

0
F (x, 1 + t[e(x)− ‖e‖∞])dx ≤

∫ 1

0

[
λ

2
(1 + t(e(x)− ‖e‖∞))2

]
dx

+

∫ 1

0
[ε |1 + t(e(x)− ‖e‖∞)|+K3] dx

≤ λ

2

{∫ 1

0
dx+

∫ 1

0
2t(e(x)− ‖e‖∞)dx

}
+
λ

2

{∫ 1

0
t2(e2(x)− 2e(x) ‖e‖∞ + ‖e‖2∞)dx

}
+ε

{∫ 1

0
dx+

∫ 1

0
|t(e(x)− ‖e‖∞)| dx

}
+K3

=
λ

2

{
1 + 2t

[∫ 1

0
e(x)dx− ‖e‖∞

]}
+
λ

2

{
t2
[∫ 1

0
e2(x)dx− 2 ‖e‖∞

∫ 1

0
e(x)dx+ ‖e‖2∞

]}
+ε+ εt

∫ 1

0
|(e(x)− ‖e‖∞)| dx+K3

=
λ

2

{
1 + 2t

[∫ 1

0
e(x)dx− ‖e‖∞

]}
+
λ

2

{
t2
[∫ 1

0
e2(x)dx− 2 ‖e‖∞

∫ 1

0
e(x)dx+ ‖e‖2∞

]}
+ε− εt

∫ 1

0
e(x)dx+ εt ‖e‖∞ +K3

=
λ

2
− t ‖e‖∞ (λ− ε)

+ε+
λ

2
t2
[∫ 1

0
e2(x)dx+ ‖e‖2∞

]
+K3, (3.20)

pois e ∈ X2 − {0}.
Logo,

−
∫ 1

0
F (x, 1 + t[e(x)− ‖e‖∞])dx ≥ −λ

2
+ t ‖e‖∞ (λ− ε)− ε− λ

2
t2
[∫ 1

0
e2(x)dx+ ‖e‖2∞

]
−K3.
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Assim, substituindo essas informações em (3.18), temos

Φ([1− t ‖e‖∞] + te) ≥ π2

8
t2
(∫ 1

0
(e(x))2dx+ ‖e‖2∞

)
−λ

2
+ t ‖e‖∞ (λ− ε)− ε− λ

2
t2
[∫ 1

0
e2(x)dx+ ‖e‖2∞

]
−K3

=
1

2

(
π2

4
− λ

)(∫ 1

0
e2(x)dx+ ‖e‖2∞

)
t2

+ ‖e‖∞ (λ− ε)λ
2
t− ε−K3 −

λ

2
.

= C2t
2 + C1t− C0, C0, C1, C2 > 0.

Como, ε < λ ≤ π2

4
e t > 0, temos,

lim
t−→∞

Φ([1− t ‖e‖∞] + te) = +∞.

Portanto o funcional Φ é ilimitado. �

No próximo Teorema, provaremos que o funcional Φ satisfaz as condições (I1) e (I2).

Teorema 3.0.3 Supondo as condições (f3) e (f4), então o funcional Φ de�nido em (3.5), satisfaz

as condições (I2) e (I3) do Teorema (3.0.1).

Demostração:

(i) Veri�cação de (I1).
Suponha que u ∈ X1. Então para todo x ∈ I, temos u(x) = k onde k é constante.

• Se k ≥ 0, então por (f3),

f(x, k) ≥ 0 ⇒ F (x, k) =

∫ k

0
f(x, t)dt ≥ 0 ⇒

∫ 1

0
F (x, k)dx ≥ 0.

Assim,

Φ(k) = −
∫ 1

0
F (x, k)dx ≤ 0.

• Se k < 0 então por (f3),

f(x, k) < 0 ⇒ −F (x, k) = −
∫ k

0
f(x, t)dt =

∫ 0

k
f(x, t)dt < 0.

Logo

Φ(k) = −
∫ 1

0
F (x, k)dx < 0.

Portanto Φ(u) ≤ 0 para todo u ∈ X1.

(ii) Veri�cação de (I2):

Vamos provar que existe ρ > 0, tal que Φ(u) ≥ 0 para cada u ∈ ∂Bρ(0)∩X2. Da condição

(f4) temos que F (x, s) ≤ α

2
s2, para todo s ∈ (−ε, ε)− {0}.

Por outro lado, lembremos que a caracterização variacional de λ1 é dada por:

λ1 = inf


∫ 1

0
(u′(x))2dx∫ 1

0
(u(x))2dx

: u ∈ H1(I)− {0}

 . (3.21)
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Seja u ∈ ∂Bρ(0) ∩X2, então,

Φ(u) =
1

2

∫ 1

0
(u′(x))2dx−

∫ 1

0
F (x, u(x))dx

≥ 1

2

∫ 1

0
(u′(x))2dx− α

2

∫ 1

0
(u(x))2dx

≥ 1

2

∫ 1

0
(u′(x))2dx− α

2λ1

∫ 1

0
(u′(x))2dx

=
1

2

(
1− α

λ1

)∫ 1

0
(u′(x))2dx. (3.22)

Concluímos então que da Proposição 3.0.2, existe uma constante ρ > 0, tal que Φ(u) ≥ 0,
para cada u ∈ X2 com ‖u‖H1(I) ≥ ρ.

�



Capítulo 4

Compacidade do Funcional de

Euler-Lagrange

4.1 Compacidade do funcional Φ

De�nição 4.1.1 (Palais-Smale) Seja X um espaço de Banach e seja o funcional Φ ∈ C1(X,R).
Dizemos que Φ satisfaz a condição de Palais-Smale se toda sequência (un) ⊂ X tal que:

(i) Φ(un) é limitado

(ii) Φ′(un)→ 0

possui uma subsequência convergente.

Proposição 4.1.1 Seja > 0. Supondo que f satisfaz as condições (f1) e (f2). Então existe uma

constante K1 > 0 tal que

f(x, s) ≥ λs−K1, ∀s ∈ R, ∀x ∈ I

Demostração: Do Lema 3.0.1, existe uma constante K > 0 tal que,

f(x, s) ≥ Ks
1
θ
−1, ∀s ≥ s0 > 0,

onde
1

θ
> 2. Então podemos escolher s∗ > s0 tal que

f(x, s) > λs, ∀s ≥ s∗.

Por outro lado, (f1) implica que, param todo ε > 0, e existe s
′
< 0, tal que

|f(x, s)− λs| ≤ ε, ∀s ≤ s′ , ∀x ∈ I.

Como f é contínua no compacto I × [s
′
, s∗], temos que existe uma constante K1 > 0 tal que

|f(x, s)− λs| ≤ K1, ∀s ∈ (−∞, s∗], ∀x ∈ I. (4.1)

Assim concluimos que

f(x, s) ≥ λs−K1, ∀s ∈ R, ∀x ∈ I.

�

O próximo teorema mostra que o funcional Φ de�nido em (2.15) satisfaz a condição (P.S.).

37
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Teorema 4.1.1 Consideremos (f1) e (f2). Então o funcional Φ de�nido em (2.15) satisfaz a con-

dição de Palais-Smale.

Demostração: Seja (un) ⊂ H1(I), tal que para cada n ∈ N,∣∣∣∣12
∫ 1

0
(u′n(x))2dx−

∫ 1

0
F (x, un(x))dx

∣∣∣∣ ≤ C (4.2)

e

∣∣〈Φ′(un), v
〉∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0
u′n(x)v′(x)dx−

∫ 1

0
f(x, un(x))v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∥∥Φ′(un)
∥∥︸ ︷︷ ︸

εn

‖v‖H1(I)

= εn ‖v‖H1(I) , ∀v ∈ H1(I)(4.3)

onde C > 0 é uma constante positiva e (εn) é uma sequência de números positivos que converge
para zero. Para mostrarmos que (un) possui uma subsequência convergente vamos mostrar que
(un) é limitada. Suponhamos por absurdo que (un) não seja limitada. Assim podemos extrair uma
subsequência (unj ) de (un) tal que

lim
j→+∞

∥∥unj∥∥ = +∞.

Então sem perda de generalidade assuminos que
∥∥unj∥∥ ≥ 1, para todo n ∈ N. De�nimos então a

sequência (zn) ⊂ H1(I) por

zn =
unj∥∥unj∥∥ .

Logo temos que a sequência (zn) é unitária, sendo assim, limitada em H1(I). Como o espaço H1(I)
é de Banach Re�exivo, pelo Teorema de Eberlian-Smulian, temos que (zn) possui uma subsequência
(znj ) fracamente convergente em H1(I), ou seja,

znj ⇀ z0, em H1(I). (4.4)

Como a imersão de Sobolev H1(I) ⊂⊂ C(I) é compacta, temos

znj
C(I)−→ z0. (4.5)

Por outro lado,

∥∥znj − z0∥∥C(I)
= max

{∣∣znj (x)− z0(x)
∣∣ : x ∈ I

}
≥

∣∣znj (x)− z0(x)
∣∣ , ∀x ∈ I. (4.6)

Donde segue que

znj (x) −→ z0(x), ∀x ∈ I.

Ainda, de (4.6) temos,
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∣∣znj (x)− z0(x)
∣∣ ≤ ∥∥znj − z0∥∥C(I)

⇒
∣∣znj (x)− z0(x)

∣∣2 ≤
∥∥znj − z0∥∥2C(I)

⇒
∫ 1

0

∣∣znj (x)− z0(x)
∣∣2 dx ≤

∫ 1

0

∥∥znj − z0∥∥2C(I)
dx

⇒
(∫ 1

0

∣∣znj (x)− z0(x)
∣∣2 dx) 1

2

≤
(∫ 1

0

∥∥znj − z0∥∥2C(I)
dx

) 1
2

⇒
∥∥znj − z0∥∥L2(I)

≤
∥∥znj − z0∥∥C(I)

−→ 0 (4.7)

disto segue que

znj
L2(I)−→ z0. (4.8)

Como
∥∥unj∥∥ ≥ 1, então 0 <

1∥∥unj∥∥ ≤ 1. Logo aplicando (unj ) na desigualdade (4.3) e dividindo

por
∥∥unj∥∥, temos

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
z′nj (x)v′(x)dx−

∫ 1

0

f(x, unj (x))v(x)∥∥unj∥∥ dx

∣∣∣∣∣ ≤ εn∥∥unj∥∥ ‖v‖,
(4.9)

para toda v ∈ H1(I).

Como, znj ⇀ z0 em H1(I) temos que
∫ 1

0
z′nj (x)v′(x)dx →

∫ 1

0
z′0(x)v′(x)dx, ver Exemplo 2.2.8.

Fazendo j −→ +∞ em (4.9) deduzimos que

∃ lim
j→+∞

∫ 1

0

f(x, unj (x))v(x)∥∥unj∥∥ dx =

∫ 1

0
z′0(x)v′(x)dx, ∀v ∈ H1(I). (4.10)

Nosso objetivo é mostrar que z0 ≡ 0 e assim chegarmos a uma contradição. Para isso,vamos provar
que:

(i) z0(x) ≤ 0, ∀x ∈ I

(ii)
∫ 1

0
z0(x)dx = 0.

Prova de (i):

Consideremos em (4.10), v = z+0 , onde

z+0 (x) ≡ max {z0(x), 0} , ∀x ∈ I.

Consideremos também os seguintes subconjuntos de I:

I+ = {x ∈ I : z0(x) > 0} ,

e
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I− = {x ∈ I : z0(x) ≤ 0} .

Então temos que:

∫ 1

0

f(x, unj (x))v(x)∥∥unj∥∥ dx =

∫
I+∪I−

f(x, unj (x))v(x)∥∥unj∥∥ dx

=

∫
I+

f(x, unj (x))v(x)∥∥unj∥∥ dx+

∫
I−

f(x, unj (x))v(x)∥∥unj∥∥ dx

=

∫
I+

f(x, unj (x))z0(x)∥∥unj∥∥ dx

Por outro lado temos,

∫ 1

0
z′0(x)v′(x)dx =

∫
I+∪I−

z′0(x)v′(x)dx

=

∫
I+
z′0(x)v′(x)dx+

∫
I−
z′0(x)v′(x)dx

=

∫
I+

(z′0(x))2dx

≤
∥∥z′0∥∥2L2(I)

≤
∥∥z′0∥∥2H1(I)

< +∞. (4.11)

Logo,

lim
j→+∞

∫
I+

f(x, unj (x))z0(x)∥∥unj∥∥ dx =

∫
I+

(z′0(x))2dx. (4.12)

Da Proposição 4.1.1,

f(x, unj (x))z0(x)∥∥unj∥∥ ≥
(λunj (x)−K1)∥∥unj∥∥ z0(x) ≥

(
λznj (x)− K1∥∥unj∥∥

)
z0(x), ∀x ∈ I+. (4.13)

Como znj
C(I)−→ z0, existe k > 0 tal que

∥∥znj∥∥C(I)
≤ k, ou seja,

∣∣znj (x)
∣∣ ≤ ∥∥znj∥∥C(I)

≤ k, ∀x ∈ I (4.14)

daí,

znj (x) ≥ −k, ∀x ∈ I.

Assim temos de (4.13)

f(x, unj (x))z0(x)∥∥unj∥∥ ≥

(
−λk − K1∥∥unj∥∥

)
z0(x)

≥ −(λk +K1)z0(x), ∀x ∈ I+. (4.15)
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Como znj
C(I)−→ z0, temos que znj (x)→ z0(x), para todo x ∈ I, assim:

lim
j→+∞

unj (x) = lim
j→+∞

∥∥unj∥∥ znj (x) = +∞.

Daí,

lim
j→+∞

f(x, unj (x))z0(x)∥∥unj∥∥ = lim
j→+∞

f(x, unj (x))

unj
znj (x)z0(x) = +∞, ∀x ∈ I+, (4.16)

pois f é superlinear em +∞, ver Observação 3.0.1, e znj é uma sequência limitada.

Suponhamos que 0 < |I+|, então pelo Lema de Fatou, ver Teorema 2.2.8, temos que

+∞ =

∫
I+

lim inf
j→+∞

f(x, unj (x))z0(x)∥∥unj∥∥ dx ≤ lim inf
j→+∞

∫
I+

f(x, unj (x))z0(x)∥∥unj∥∥ dx.

Logo,

lim
j→+∞

∫
I+

f(x, unj (x))z0(x)∥∥unj∥∥ dx = +∞,

o que é uma contradição com (4.11). Portanto |I+| = 0. Donde segue que z0(x) ≤ 0 para todo
x ∈ I.

Prova de (ii):

Tomando v = unj em (4.3), temos:

∣∣∣∣−1

2

∫ 1

0
(u′nj (x))2dx+

1

2

∫ 1

0
f(x, unj (x))unj (x)dx

∣∣∣∣ ≤ εn
2

∥∥unj∥∥ . (4.17)

De (4.17) e (4.2), temos a seguinte desigualdade,

∣∣∣∣∫ 1

0

[
f(x, unj (x))unj (x)

2
− F (x, unj (x))

]
dx

∣∣∣∣ ≤ C +
εn
2

∥∥unj∥∥ . (4.18)

Dividindo (4.18) por
∥∥unj∥∥ temos,

∣∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

[
f(x,unj (x))unj (x)

2 − F (x, unj (x))
]

∥∥unj∥∥ dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
C∥∥unj∥∥ +

εn
2
. (4.19)

Fazendo j −→ +∞ em (4.19) vemos que,

lim
j→+∞

∫ 1

0

[
f(x,unj (x))unj (x)

2 − F (x, unj (x))
]

∥∥unj∥∥ dx = 0. (4.20)
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Seja ε > 0 arbitrário e �xemos s∗ > s0. Da condição (f1), temos que existe uma constante Kε > 0,
tal que ∣∣∣∣f(x, s)s

2
− F (x, s)

∣∣∣∣ ≤ ε |s|+Kε, ∀s ∈ (−∞, s∗]. (4.21)

Assim,

∫
{unj≤s∗}

∣∣∣∣f(x, unj (x))unj (x)

2
− F (x, unj (x))

∣∣∣∣ dx ≤
∫
{unj≤s∗}

(
ε
∣∣unj (x)

∣∣+Kε

)
dx,

então, usando a desigualdade de Holder temos que,

∣∣∣∣∣∣∣
∫
{unj≤s∗}

[
f(x,unj (x))unj (x)

2 − F (x, unj (x))
]

∥∥unj∥∥ dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
ε∥∥unj∥∥

∫
{unj≤s∗}

∣∣unj (x)
∣∣ dx

+
Kε∥∥unj∥∥

∫
{unj≤s∗}

dx

≤ ε∥∥unj∥∥ ∥∥unj∥∥L2(Iα)
|Iα|1/2 +

Kε∥∥unj∥∥ |Iα|
≤ ε∥∥unj∥∥ ∥∥unj∥∥L2(I)

+
Kε∥∥unj∥∥

≤ ε∥∥unj∥∥ ∥∥unj∥∥+
Kε∥∥unj∥∥

= ε+
Kε∥∥unj∥∥ , ∀j ∈ N, (4.22)

onde Iα =
{
x ∈ I : unj (x) ≤ s∗

}
. Então,

0 < lim sup
j→+∞

∣∣∣∣∣∣∣
∫
{unj≤s∗}

[
f(x,unj (x))unj (x)

2 − F (x, unj (x))
]

∥∥unj∥∥ dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε. (4.23)

Como ε > 0 é arbitrário, podemos portanto, tomar ε tão pequeno quanto quisermos e assim teremos
que

lim
j→+∞

∫
{unj≤s∗}

[
f(x,unj (x))unj (x)

2 − F (x, unj (x))
]

∥∥unj∥∥ dx = 0. (4.24)

Sabemos de (4.1) que existe uma constante K1 > 0, tal que

∣∣f(x, unj (x))− λunj (x)
∣∣ ≤ K1, ∀x ∈ Iα. (4.25)

Dividindo (4.25) por
∥∥unj∥∥H1(I)

, obtemos:
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−K1 + λunj (x)∥∥unj∥∥ ≤
f(x, unj (x))∥∥unj∥∥ ≤

K1 + λunj (x)∥∥unj∥∥ . (4.26)

Seja I − Iα =
{
x ∈ I : unj (x) > s∗

}
, então a condição (f2) implica na seguinte desigualdade,

−F (x, unj (x)) ≥ −θunj (x)f(x, unj (x)),

logo

−F (x, unj (x)) +
f(x, unj (x))unj (x)

2
≥ −θunj (x)f(x, unj (x)) +

f(x, unj (x))unj (x)

2
,

para todo x ∈ (I − Iα).

Disto temos,

∫
I−Iα

[
f(x,unj (x))unj (x)

2 − F (x, unj (x))
]

∥∥unj∥∥ dx ≥
∫
I−Iα

[(
1
2 − θ

)
unj (x)f(x, unj (x))

]∥∥unj∥∥ dx

≥
(

1

2
− θ
)
s∗
∫
I−Iα

f(x, unj (x))∥∥unj∥∥ dx

=

(
1

2
− θ
)
s∗
∫
I

f(x, unj (x))∥∥unj∥∥ dx

−
(

1

2
− θ
)
s∗
∫
Iα

f(x, unj (x))∥∥unj∥∥ dx

(4.26)︷︸︸︷
≥

(
1

2
− θ
)
s∗
∫
I

f(x, unj (x))∥∥unj∥∥ dx

−
(

1

2
− θ
)
s∗
∫
Iα

K1 + λunj (x)∥∥unj∥∥ dx

=

(
1

2
− θ
)
s∗
∫
I

f(x, unj (x))∥∥unj∥∥ dx

−
(

1

2
− θ
)
s∗λ

∫
Iα

znj (x)dx

−
(

1

2
− θ
)
s∗

K1∥∥unj∥∥ |Iα|
≥

(
1

2
− θ
)
s∗
∫
I

f(x, unj (x))∥∥unj∥∥ dx

−
(

1

2
− θ
)
s∗λ

∫
Iα

znj (x)dx

−
(

1

2
− θ
)
s∗

K1∥∥unj∥∥ ,
pois 0 ≤

∫
{unj}

znj (x)dx =

∫
I
znj (x)dx−

∫
Iα

znj (x)dx, implica que
∫
Iα

znj (x)dx ≤
∫
I
znj (x)dx.
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Tomando v = 1 em (4.10), temos que lim
j→+∞

∫ 1

0

f(x, unj )∥∥unj∥∥ dx = 0, e levando em conta (4.24) e (4.20)

de

lim
j→+∞

∫
I−Iα

[
f(x,unj (x))unj (x)

2 − F (x, unj (x))
]

∥∥unj∥∥ dx ≥

lim
j→+∞

(
1

2
− θ
)
s∗

[∫
I

f(x, unj (x))∥∥unj∥∥ dx− λ
∫
I
znj (x)dx− K1∥∥unj∥∥

]
, (4.27)

temos que

0 ≥ −
(

1

2
− θ
)
s∗ lim

j→+∞

∫ 1

0
znj (x)dx. (4.28)

Daí,

0 ≥ −
(

1

2
− θ
)
s∗λ

∫
I
z0(x)dx ≥ 0, (4.29)

donde segue que

−
(

1

2
− θ
)
λ

∫
I
z0(x)dx = 0, (4.30)

e portanto,
∫
I
z0(x)dx = 0.

Obeservemos que de (i) e (ii), concluimos que z0(x) = 0, para todo x ∈ I. Além disso temos,

lim
j→+∞

∫ 1

0

f(x, unj (x))∥∥unj∥∥ znj (x)dx = 0. (4.31)

Finalmente, tomando v ≡ znj e dividindo por
∥∥unj∥∥ em (4.3), temos que∣∣∣∣∣

∫ 1

0
(z′nj )

2dx−
∫ 1

0

f(x), unj (x))∥∥unj∥∥ znj (x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ εn∥∥unj∥∥ ,
ou seja, ∣∣∣∣∣1−

∫ 1

0
(znj )

2dx−
∫ 1

0

f(x), unj (x))∥∥unj∥∥ znj (x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ εn∥∥unj∥∥
Tomando o limite quando j −→ +∞, temos

lim
j→+∞

∫ 1

0
(znj )

2dx = 1,

o que é uma contradição com (4.8). Assim (un) é limitada em H1(I). Como H1(I) é re�exivo e
a imersão de Sobolev H1(I) ⊂⊂ C(I) é compacta, concluímos que (un) possui uma subsequência
convergente em H1(I).
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�

Demonstração do Teorema 1.0.1 Pelos Teoremas 3.0.2, 3.0.3 e 4.1.1 as condições de com-
pacidade e geometricas do Teorema de Silva são satisfeitas, o que garante ao funcional Φ
associdado ao problema (P), a existência de um ponto crítico diferente de zero, e consequen-
temente a existência de uma solução não trivial do problema (P).
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